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HEURYSTYKI — OPTYMALIZACJA LOKALNA

Dlaczego optymalizacja jest trudna?
Trasa dostawcy przez 20 miast: 20! = 2430902008176640000 mozliwych tras — brak mozliwosci spraw-
dzenia wszystkich. Algorytm doktadny (brute force) gwarantuje optimum globalne, jest niewykonalny dla
n > 20 (NP-hard -> czas eksponencjalny)
lle to zajmuje komputerowi?

- 10° sprawdzen/sekunde: ponad 77 lat

+ 30 miast: miliardy razy dtuzej niz wiek wszechswiata

+ 50 miast: catkowicie niewykonalne nawet kwantowo
Heurystyki jako rozwigzanie:

+ "Wystarczajgco dobra“ trasa w sekundy
+ 5-10% powyzej optimum -> akceptowalne przemystowo
+ UPS ORION: 400mIn S/rok oszczednosci

+ Google Maps: heurystyki routingu w utamkach sekundy

Spektrum algorytmoéw optymalizacyjnych

& P-metaheurystyki

- Algorytmy doktadne — gwarancja optimum, czas: eksponencjalny
Branch & Bound — optimum gwarantowane, czas: O(2") w najgorszym wypadku, uzycie: n < 30 dla
TSP

+ Heurystyki zachtanne — szybkie, staba jakosc¢, czas: wielomianowy

+ S-metaheurystyki — dobra jakos¢, brak gwarancji, czas: kontrolowany
SA / TS / VNS (optymalizacja lokalna) — jakos¢: 1-5% ponad optimum, czas: sekundy-minuty, prak-
tycznie najlepszy wybor

- P-metaheurystyki — globalna eksploracja, populacja rozwigzan

GA / PSO / ACO (optymalizacja globalna) — lepsza eksploracja globalna, wolniejsze per iteracje, state

of the art: hybrydowe



Taksonomia metaheurystyk

- S-metaheurystyki (Single-solution)

Operujg na jednym rozwiazaniu (trajektoria)

Intensywna eksploatacja (intensification)

Przeszukiwanie lokalne — dobra jakos¢ w sgsiedztwie

Przyktady: HC, SA, TS, VNS, ILS, GRASP

Szybkie, mate zuzycie pamieci

P

metaheurystyki (Population)

Operujg na populacji rozwigzan

Intensywna eksploracja (diversification)

Przeszukiwanie globalne — unikanie lokalnych optimow

Przyktady: GA, ES, PSO, ACO, DE

Wolniejsze per iteracje, naturalnie rownolegte

Kluczowy dylemat kazdej metaheurystyki: Intensification (eksploatacja dobrego regionu) vs Diversifica-
tion (eksploracja nowych obszaréw). Za duzo eksploracji = losowe przeszukiwanie. Za duzo eksploatacji =

utkniecie w lokalnym optimum.
Co to jest heurystyka?

- Definicja heurystyki — regutg lub strategia utatwiajgca rozwigzanie problemu, bez gwarancji opty-

malnosci. Bazuje na doswiadczeniu i intuicji.

- Definicja metaheurystyki (Glover 1986) — ogdlna strategia wysokiego poziomu do projektowania

heurystyk. “meta” = ponad - steruje heurystykg nizszego poziomu.

- Wiasciwosci metaheurystyk (Talbi 2009):

Strategie ogélne — stosowalny do wielu problemow

Niedeterministyczne — element losowosci

Brak gwarancji optymalnosci

tatwe do implementaciji, trudne do strojenia

Inspirowane naturg lub logika

Praktyczna implikacja — Metaheurystyki sg jak przepis kulinarny — ta sama metoda (np. SA) moze rozwig-

zywac TSP, uktadanie planow lekcji i problem plecakowy. Zmienia sie tylko kodowanie problemu.



Definicja formalna

min f(z), ze€S

gdzie:

+ f:S — R — funkcja celu (objective function),
-+ S — przestrzen poszukiwan (search space),

« z* — globalne rozwigzanie optymalne.

max f(z) = min —f(x)

Typy przestrzeni S

- Ciagta: x € R" stosuje sie pochodne i gradient.
- Dyskretna: = € {0, 1}" obejmuje m.in. problemy binarne i permutacje.
- Mieszana: kombinacja zmiennych ciggtych i dyskretnych.

+ Kombinatoryczna: liczba mozliwosci moze rosngc¢ bardzo szybko, np. n!, 2

Optimum lokalne

Punkt z* jest optimum lokalnym, jezeli jest lepszy od wszystkich rozwigzan w swoim sagsiedztwie N (z*):

f(z*) < fly) Vye N(z")

Optimum globalne
Punkt x* jest optimum globalnym, jezeli jest lepszy od wszystkich rozwigzan w catej przestrzeni poszukiwan
S

f@) < fly) vyes

Kluczowy problem metaheurystyk
Algorytmy lokalne zazwyczaj prowadzg do znalezienia optimum lokalnego. Metaheurystyki wprowadzajg
mechanizmy umozliwiajgce ucieczke z lokalnych minimow.

Kazda metoda realizuje to w inny sposob:

+ SA (Simulated Annealing) — wykorzystuje losowosg,
- TS (Tabu Search) — wykorzystuje pamie¢ rozwigzan,

+ VNS (Variable Neighborhood Search) — wykorzystuje zmiane sagsiedztwa.



Klasy Ztozonos$ci
+ Klasa P — Polynomial Time — rozwigzywalne wielomianowo

- Czas: O(n*) dla statego k.
- Przyktady: sortowanie O(nlogn), MST O(nlogn), najkrotsza Sciezka Dijkstry O(n?).

- Rozmiar: n = 10000 jest wykonalny obliczeniowo.
+ Klasa NP — Nondeterministic Polynomial Time — weryfikowalne wielomianowo

- Certyfikat rozwigzania mozna sprawdzi¢ w czasie: O(n*)
- Nie wiadomo, czy: P = N P (problem zwigzany z Nagroda Milenijng).
- Przyktady: SAT, problem Sciezki Hamiltona, Subset Sum.

+ NP-hard — trudniejsze niz NP

- Kazdy problem z klasy NP redukuje sie do problemu NP-hard.
- Prawdopodobnie nie istnieje algorytm rozwigzujacy je w czasie wielomianowym.

- Przyktady: TSP, VRP, Scheduling, VLSI.

Rozmiar vs. czas dla TSP

n miast | Liczba stanéw | Czas (109/s)
10 181440 <1lms
20 6 x 1017 19 lat
30 4 x 103 102! |at
50 3 x 1093 niemozliwe

Whiosek:

Dla problemow NP-hard w praktyce przemystowej jedynym rozsgdnym podejsciem jest:

- algorytm przyblizony (heurystyki, metaheurystyki),

- albo algorytm doktadny z ograniczeniem czasowym (np. Branch & Bound z limitem czasu).



Definicja

Problem optymalizacji lokalnej mozna opisac trojka:

(S, N, f)
gdzie:

+ S — przestrzen poszukiwan,
« N : 8 — 25 — funkcja sgsiedztwa,

+ f:8 — R — funkcja celu.
Krajobraz optymalizacyjny oznacza ,uksztattowanie terenu” w przestrzeni rozwigzan.
Typy krajobrazéw (fitness landscapes / optimization landscapes)

- Unimodalny: jedno optimum globalne — metoda HC (Hill Climbing) wystarczy.
+ Multimodalny: wiele optiméw lokalnych — potrzebna jest metaheurystyka.

- Deceptive: lokalne optimum ,wskazuje” btedny kierunek poszukiwan.

- Rugged (chropowaty): duze zmiany wartosci funkcji celu f w sasiedztwie.

- Big Valley: dobre rozwigzania sg skupione w centralnym obszarze.
Problemy lokalnych optiméw

+ Lokalne maksimum: lepsze od wszystkich sgsiaddw, ale gorsze od optimum globalnego.

+ Plateau: sasiednie rozwigzania majg identyczng wartosc funkgji celu: f(x1) = f(z2) = -+ = f(xy)

+ Grzbiet (ridge): sekwencja lokalnych optimoéw trudna do przekroczenia.

- Basen przyciggania: region przestrzeni rozwigzan prowadzgcy do tego samego optimum lokalnego.
Intuicja:
Wyobraz sobie wedrowca szukajgcego najwyzszej gory w pokrytym mgtg terenie. Widzi tylko kilka metrow

wokot siebie (swoje sgsiedztwo), dlatego musi wybra¢ odpowiednig strategie ucieczki, gdy znajdzie sie na

lokalnym szczycie.



Sktadniki kazdej metaheurystyki S

1. Reprezentacja (kodowanie): jak opisujemy rozwigzanie? Bity, permutacja, wektor rzeczywisty, graf
2. Inicjalizacja: punkt startowy — losowy lub heurystyczny (greedy)

3. Funkcja celu f(x): jak oceniamy jakos¢ rozwigzania? koszt, czas, odlegtosc

4. Sasiedztwo N(x): zbior rozwigzan osiggalnych jednym ruchem z x

5. Strategia eksploraciji: first-improvement vs best-improvement

6. Mechanizm ucieczki: SA - losowos¢, TS - pamiec¢, VNS - zmiana N

7. Kryterium zatrzymania: max iteracji, brak poprawy, budzet NFE

Przyktad z TSP

- Reprezentacja: permutacja [3,1,4,2,5] — kolejno$¢ miast

+ Inicjalizacja: Nearest Neighbor greedy

- f(x): suma dtugosci krawedzi w cyklu (suma odlegtosci przejechane))
+ N(x): operator 2-opt (zamiana 2 krawedzi)

+ Kryterium: max 10 000 iteracji lub 60 sekund

Zasada modularnosci: Wszystkie algorytmy (HC, SA, TS...) uzywajg tych samych komponentéw. Zmiana

algorytmu to zmiana tylko mechanizmu ucieczki — reprezentacja i sgsiedztwo pozostajg te same.
Typy reprezentacji rozwigzan

+ Binarna {0,1}"

z=[1,0,1,1,0,0,1,0]

— Problem plecakowy: 1 oznacza wybdr przedmiotu.
- Selekcja cech w ML: 1 oznacza wybrang ceche.

— Operatory: bit-flip mutation, 1-point crossover.

+ Permutacyjna 7(n)

x=1[3,1,4,2,5]
(permutacja oznaczajgca kolejnosé)

- TSP: kolejnos¢ odwiedzania miast.
- Harmonogramowanie: kolejnos¢ wykonywania zadan.

— Operatory: swap, inversion, insertion.



+ Rzeczywista R"

z = [0.73,—1.24,3.01, 0.55]

- Optymalizacja ciggta: parametry inzynierskie.
— Strojenie hiperparametrow ML.

— Operator: Gaussian perturbation (zaktécenie Gaussowskie).

- Grafowa / drzewiasta

Struktury: drzewo, graf, sie¢, harmonogram.

- Network design: topologia sieci.
— Genetic Programming: drzewa wyrazen.

— Operatory: edge swap, subtree mutation.
Definicja sasiedztwa N(x)

+ Formalna definicja

N(z)C S

Zbiér N (z) to zbidr rozwigzan ,blisko” x, definiowany przez operator ruchu (move operator).

+ Wlasciwosci sasiedztwa

- Rozmiar: | N (z)| mate (szybsze przeszukiwanie) vs. duze (doktadniejsze). (lle masz ruchéw do
wyboru)

- Symetria: y € N(z) < x € N(y) (ruch jest odwracalny)

- Spéjnosc: kazde rozwigzanie jest osiggalne z kazdego innego (przestrzen jest spéjna wzgledem
operatora). (kazde rozwigzanie mozna osiggnac¢ z kazdego innego, brak izolowanych komponen-
tow)

- Inkrementalna ewaluacja: zamiast petnego obliczania f(z) uzywa sie: A f (obliczanie zmiany, a

nie petnej funkcji kosztu)

+ Operatory sasiedztwa dla TSP

2-opt: usun 2 krawedzie i odwrdé segment. [N| = O(n?)

3-opt: usun 3 krawedzie, istnieje 8 mozliwych rekonfiguraciji. [N | = O(n?)

Or-opt: przenie$ 1-3 miasta. |[N| = O(n?)

Swap: zamien dwa miasta. | N| = O(n?)

Lin—Kernighan: adaptacyjny k-opt (najbardziej efektywny w praktyce).



2-opt (koszt zmiany)

Acost =d(i,j) +d(i+ 1,5 +1)—d(i,i+1) —d(j,j+ 1)
Inicjalizacja i kryteria zatrzymania

+ Strategie inicjalizaciji

Losowa: prosta metoda zapewniajgca dobrg dywersyfikacje startowa.

Zachtanna (greedy): np. nearest neighbor (NN) dla TSP — szybki, dobry punkt startowy.

Wielokrotna: random restart — wiele uruchomien, wybor najlepszego wyniku.

Konstruktywna: np. savings algorithm, Christofides.

Heurystyczna: wykorzystanie wiedzy domenowe;.

- Putapka inicjalizacji

Start z rozwigzania greedy (NN) moze dawac¢ nawet ok. 25% od optimum, jednak po zastosowaniu

Simulated Annealing (SA) wynik moze by¢ gorszy niz dla inicjalizacji losowe;.
Greedy start czesto ,przycigga” algorytm do lokalnego optimum w poblizu rozwigzania NN.

+ Kryteria zatrzymania

Max iteracji: prosty i przewidywalny czas wykonania.

Max NFE: liczba ewaluacji funkgcji celu (standard benchmarkowy).

Brak poprawy: zatrzymanie po k iteracjach bez poprawy.

Cel jakosciowy: zatrzymanie gdy f(x) < target (gdy optimum jest znane).

Limit czasu: praktyczne w systemach czasu rzeczywistego.

+ Poréwnanie kryteriow

Kryterium Zalety Wady

Max iteracji Prostota Nie uwzglednia ztozonosci ewaluacji
Max NFE Uczciwe porownanie | Wymaga licznika

Brak poprawy | Adaptatywne Ryzyko zbyt wczesnej zbieznosci
Limit czasu Praktyczne Zalezne od sprzetu




First Improvement (First Descent)

Metoda polega na zaakceptowaniu pierwszego sgsiada poprawiajgcego wartosc¢ funkceji celu:

for y in shuffle(N(x)):
if £(y) < £(x):

X =y
break

Idea: zatrzymujemy sie natychmiast po znalezieniu poprawy.

- Zalety:

- srednio tylko '%' ewaluacji na iteracje,

- bardzo szybka w praktyce dla duzych sgsiedztw (np. 2-opt dla n = 1000).
- Wady:

- moze pomingc lepsze rozwigzania w sgsiedztwie.

Best Improvement (Steepest Descent)

Metoda polega na przegladzie catego sgsiedztwa i wyborze najlepszego sgsiada:

best_nbr = x
for y in N(x):
if £(y) < f(best_nbr):
best_nbr =y

X = best_nbr
Idea: wybieramy najlepszg mozliwg poprawe w danym sgsiedztwie.

- Zalety:

- doktadniejsza eksploracja przestrzeni,

- kazda iteracja daje maksymalng poprawe lokalng.
- Wady:
- koszt obliczeniowy O(|N|) w kazdej iteraciji.

Poréwnanie empiryczne
Dla problemu TSP z 2-opt (|N| = O(n?)):
+ First Improvement jest okoto 2x szybszy,
+ jakos¢ koncowego rozwigzania jest podobna,

+ Best Improvement jest korzystniejszy, gdy ewaluacja f jest tania.



Poréwnanie algorytméw lokalnego przeszukiwania

Algorytm Kompleksnosé¢ iteracji Ewaluacje / iter. | Typowe max_iter
HC (First Improvement) | O(|N|/2) ($rednio) |N|/2 (Srednio) 100-1000
HC (Best Improvement) | O(|N]) |N| 100-1000

SA O(1) naruch 1 (losowy sasiad) | 10 000—100000

TS O(|N|) + sprawdzenie tabu | |N| 1000-10000

VNS O(|N1| + |N2|+...) | Ni| na krok 100-1000

ILS O(LS) na restart budzet LS 100—-1 000 restartow

Inkrementalna ewaluacja (klucz do wydajnosci)

Zamiast petnego obliczania: f(z') = O(n) (uzycie petnej dtugosci trasy), stosuje sie roznice: Af = f(z') —
f(z) = O(1) (tylko zmienione elementy). Przyspieszenie moze wynosi¢ nawet 100—1000x dla duzych in-
stancji.

TSP 2-opt — ewaluacja inkrementalna

Acost = d(i,5) +d(i+ 1,7 +1) —d(i,i +1) —d(j,j + 1)
Zamiast O(n) wykonuje sie tylko 4 operacje, niezaleznie od rozmiaru problemu.
Twierdzenie No Free Lunch (NFL)

- Wolpert & Macready, 1997

Twierdzenie (tzw. No Free Lunch Theorem) méwi, ze usrednione po wszystkich mozliwych proble-

mach, wszystkie algorytmy optymalizacyjne majg identyczng skutecznosc:

> P(cost| A, f,n)=> P(cost| B, f,n)
f f

- Btedna interpretacja
,Wszystkie algorytmy sg réwnie dobre w praktyce”

FALSZ.

W praktyce, dla konkretnych klas problemoéw (np. TSP, scheduling), niektére algorytmy dominujg inne

nawet o rzad wielkosci.

- Wiasciwa interpretacja

Nie istnieje algorytm najlepszy dla wszystkich mozliwych problemaow.

Dobry algorytm musi wykorzystywac strukture konkretnej klasy problemow.

Wynik uzasadnia badania nad algorytmami specjalizowanymi.

Uzasadnia metaheurystyki jako podejscie dobre dla klas problemdw, a nie uniwersalne rozwigza-

nie.



+ Praktyczna implikacja
Dobieraj algorytm do klasy problemu.

Przyktadowo: Simulated Annealing (SA) dobrze sprawdza sie dla TSP, ale moze by¢ gorszy niz Genetic

Algorithm (GA) dla problemu plecakowego.

W praktyce zawsze warto testowac kilka metod na wtasnych danych.

Idea algorytmu

+ Zacznij od rozwigzania startowego x.

+ Generuj sgsiedztwo N (x).

+ Wybierz sgsiada poprawiajgcego wartos¢ funkcji celu f.
+ Akceptuj wytgcznie poprawy — nigdy gorszych ruchow.

- Powtarzaj az do braku poprawy (osiggniecie optimum lokalnego).

Metafora
Wedrowiec w gestej mgle szuka szczytu gory. W kazdym kroku porusza sie tylko w gore. Gdy dociera do
punktu, z ktorego kazdy krok prowadzi w dot, zatrzymuje sie.
Moze to by¢ jedynie lokalne wzgdrze, a nie najwyzszy szczyt.
Historia
+ Jeden z najstarszych algorytmow optymalizacji lokalnej.
+ Formalizacja: Arthur Samuel (1959) w kontekscie gry w warcaby.

+ Termin ,Hill Climbing” zostat wprowadzony przez: Newell, Shaw i Simon (1959).

+ Stanowi podstawe teoretyczng dla wielu metaheurystyk typu S.
Zastosowania Hill Climbing (HC)

« Inicjalizacja dla SA i TS — jako punkt startowy.
+ Szybkie generowanie przyblizonych rozwigzan, gdy czas obliczen jest krytyczny.
« Sktadnik lokalnego przeszukiwania w algorytmach memetycznych.

+ Proste strojenie hiperparametrow.



Steepest Ascent (Best Improvement)

function HC_Best(x0, max_iter):
x = x0
for iter = 1 to max_iter:
best_nbr = x
for y in N(x): # cate N(x)
if f£(y) < f(best_nbr):

best_nbr =y

if f(best_nbr) < f(x):
x = best_nbr # zaakceptuj
else:

break # lokalne optimum

return x
First Improvement

function HC_First(x0, max_iter):
x = x0

improved = True

while improved and iter < max_iter:

improved = False

for y in shuffle(N(x)):
if £(y) < £(x):
X =y # zaakceptuj
improved = True

break # wyjdz z N

return x



Poréwnanie wariantow

Cecha Steepest First Improvement

Ewaluacje |N| zawsze ~ |N|/2 $rednio

Jakosc¢ kroku najlepszy mozliwy | pierwszy poprawiajgcy

Szybkos¢ wolniejszy ok. 2x szybszy
Zbieznosc¢ mniej iteracji wiecej iteracji
Wynik koricowy | podobny podobny

Reguta praktyczna
Jesli |[N(z)| > 1000, uzywaj First Improvement.

Dla matych sasiedztw (| N| < 100) Steepest Ascent moze dac¢ nieco lepsze lokalne optimum.

Gtéwne problemy Hill Climbing

1. Lokalne optimum

Rozwigzanie, ktore jest lepsze od wszystkich swoich sgsiadow, ale niekoniecznie od wszystkich roz-

wigzan w przestrzeni S.

« Hill Climbing (HC) nie ma jak z niego wyjsc.
+ Kazdy ruch pogarsza wartosc¢ funkgji celu f.

+ Algorytm zatrzymuje sie.

Rozwigzania: Simulated Annealing (SA) — losowos¢, Tabu Search (TS) — pamiec.
2. Plateau

Obszar ptaski (flat area), w ktorym wszyscy sgsiedzi majg identyczng wartosc¢ funkcji celu:

+ HC wykonuje ruchy boczne bez poprawy.
« Istnigje ryzyko zapetlenia.

+ Trudne do wykrycia w praktyce.

Rozwigzania: limit ruchéw bocznych, SA.
3. Grzbiet (Ridge)

Sekwencja lokalnych optiméw prowadzgca do optimum globalnego, ale nieosiggalna wprost przez

standardowe sgsiedztwo N.

+ Optimum globalne znajduje sie ,za grzbietem”.
+ HC nie widzi Sciezki przejscia przez grzbiet.

- Wymaga wiekszego lub zmodyfikowanego sgsiedztwa (np. k-opt).

Rozwiazania: Variable Neighborhood Search (VNS), 3-opt.



Kluczowa obserwacja

Kazda kolejna S-metaheurystyka rozwigzuje te same problemy, ale innym mechanizmem:

- Simulated Annealing (SA): akceptuje gorsze rozwigzania losowo.
- Tabu Search (TS): blokuje powroty (pamiec).

« Variable Neighborhood Search (VNS): zmienia definicje sgsiedztwa.

Random Restart Hill Climbing (RRHC)

function RRHC(k_restarts, max_iter):

best_overall = None
for r = 1 to k_restarts:

# Losowa inicjalizacja

x0 = random_solution()

# Lokalne przeszukiwanie

x_local = HC_Best(x0, max_iter)

# Aktualizacja najlepszego rozwigzania
if best_overall is Nome or f(x_local) < f(best_overall):

best_overall = x_local

return best_overall

» Teoria

Jegli: P(HC finds global optimum) = p dla jednej proby, to:

P(RRHC fails after k tries) = (1 — p)* = 0

Przyktad: dlap = 0.11k = 30:

P(fail) = 0.9% ~ 4%

« Zalety RRHC

Prosta implementacja — wystarczy petla zewnetrzna.

Naturalnie réwnolegty (kazdy restart niezalezny).

Znacznie lepsze wyniki niz pojedynczy HC.

Dobry punkt odniesienia (baseline) dla metaheurystyk.



- Wady RRHC

Brak pamieci miedzy restartami — kazdy start od zera.

Nie wykorzystuje informacji z poprzednich iteracji.

Nieefektywny, gdy optima sg skupione w matym obszarze.

Koszt: kx koszt(HC).

- Kiedy uzywaé RRHC

Ewaluacja funkcji celu f jest tania (szybki HC).

Dostepna jest duza liczba rdzeni CPU.

Brak lepszych specjalizowanych algorytmaow.

Jako baseline do porownania z SA i TS.

Stochastic Hill Climbing (SHC)
Zamiast wybierac najlepszego lub pierwszego sgsiada, losujemy sgsiada i akceptujemy go, jesli poprawia

wartos¢ funkceji celu.

function SHC(x0):

x = x0

while not_terminated:

y = random_neighbor(x) # losowy sasiad!

if f(y) < £(x):
x =y # akceptu]j

# w przeciwnym razie odrzué

return x

Idea: wprowadzenie losowosci w wyborze ruchu (zamiast deterministycznego HC).



HC z ruchami bocznymi (Plateau)

Algorytm pozwala na ruchy boczne (czyli A f = 0), ale ogranicza ich liczbe.

function HC_Sideways(x0, max_side):
x = x0

side_moves = 0

while side_moves < max_side:

y = best_neighbor (x)
A= f(y) - £(x)
if A < 0O:
X =y
side_moves = 0
elif A == 0:
X =y
side_moves += 1
else:
break
return x

Intuicja
Ruchy boczne pomagajg przejs¢ przez plateau (obszary ptaskie), ale muszg byé ograniczone (np. maksy-

malnie 100), aby uniknaé¢ nieskoriczonego btgdzenia po ptaskim terenie.



Analiza wydajnosci HC — kiedy to wystarczy?

+ Wyniki HC na TSPLIB

Instancja | Optimum | HC + 2-opt | Biad

berlin52 7542 ~ 8700 ~ 15%
ch130 6110 ~ 7300 ~ 19%
pr1002 259045 ~ 310000 | ~ 20%

Wyniki dotyczg HC (Best Improvement) + 2-opt, pojedyncze uruchomienie.

- Czas wykonania HC + 2-opt

- Kiedy HC wystarczy?

+ Kiedy HC nie wystarczy?

n miast | Czas [ms] | Liczba iteracji
50 <1 ~ 20
500 ~ 50 ~ 150
5000 ~ 5000 ~ 800

Duze instancje przemystowe.

Proof-of-concept lub szybki prototyp.
Btad rzedu 10-20% jest akceptowalny.

Jako inicjalizacja dla SA lub TS (tzw. warm start).
Jako lokalne przeszukiwanie w algorytmach memetycznych.

Gdy budzet obliczeniowy jest bardzo maty (< 1s).

Wymagana jakos¢ rozwigzania < 5% od optimum.

Problem silnie multimodalny (wiele lokalnych optimow).

Gdy dostepny jest wiekszy budzet czasowy (minuty/godziny).




Podsumowanie HC — co dalej?

+ Co wiemy o HC?

Prosta implementacja: ok. 20 linii kodu.

Zawsze zbiega do lokalnego optimum.

Dwa podstawowe warianty: First Improvement i Best Improvement.

Random Restart znaczgco poprawia wyniki.

Inkrementalna ewaluacja jest kluczowg optymalizacjg wydajnosci.

Btad rzedu 15-20% od optimum dla problemu TSP,

- Stabosci HC

Utyka w lokalnym optimum.

Brak pamieci — nie wie, gdzie juz byt.

Brak mechanizmu ucieczki z lokalnych minimaéw.

Wynik silnie zalezy od inicjalizacji.

Problem plateau i ruchéw bocznych.

- Ewolucja S-metaheurystyk

HC: tylko poprawy — punkt wyjscia.

SA (czes¢ 2): dodaje probabilistyczng ucieczke przez akceptacje gorszych rozwigzan.

TS (czes¢ 2): dodaje pamiec i zakazane ruchy.

VNS (czes¢ 2): zmienia strukture sgsiedztwa.

ILS (czes$¢ 3): perturbacja + restart.

GRASP (czes¢ 3): losowa konstrukcja rozwigzania.



Wyzarzanie metali — skad pomyst?
+ Wyzarzanie metalu (metalurgia)

- Etap 1 — Podgrzewanie: metal jest podgrzewany do wysokiej temperatury. Atomy majg duzo

energii i mogg swobodnie zmienia¢ potozenie.

- Etap 2 — Wolne chlodzenie: temperatura stopniowo spada, a atomy poszukujg konfiguracji o

minimalnej energii.
- Wynik: powstaje krysztat o strukturze globalnie optymalnej (najnizszej energii).
- Zbyt szybkie chtodzenie: powstaje szkto — atomy zostajg uwiezione w lokalnym minimum ener-
gii.
+ Kluczowe odkrycie Kirkpatricka (1983)

Rozktad Boltzmanna z fizyki statystycznej mozna zastosowac bezposrednio do optymalizacji kombi-

natorycznej.

- Analogia: fizyka — optymalizacja

Fizyka Optymalizacja

Energia atomu E Wartosc¢ funkcji celu f(z)
Konfiguracja atomow Rozwigzanie x

Zmiana konfiguracji Ruch do sasiada
Temperatura T' Parametr kontrolny T
Stan rownowagi Lokalne optimum
Krysztat = minimalna energia | Globalne optimum

- Historia

Metropolis et al. (1953): algorytm symulacji Monte Carlo dla fizyki.

Kirkpatrick, Gelatt, Vecchi (1983): zastosowanie do optymalizacji — ponad 30 000 cytowan.

Cerny (1985): niezalezne odkrycie.

Jeden z najczesciej cytowanych artykutéw w historii informatyki.



Kryterium akceptacji — serce SA

+ Kryterium Metropolisa (1953):

P(akceptuj) = exp <—ATE>

gdzie:

AE = f(a') — f(z)
Dla minimalizacji: AE > 0 oznacza pogorszenie rozwigzania.

- Petna reguta akceptacji SA

- Jesli: f(2') < f(x) zawsze akceptuj (ruch poprawiajgcy lub neutralny).

- Jesli: f(«') > f(z) zaakceptuj z prawdopodobienstwem:

AE
P =exp <T>

- Wygeneruj: r ~ Uniform(0, 1) Jesli: r < P zaakceptuj ruch mimo pogorszenia.
+ Wplyw temperatury T’

- T —o00: P — 1akceptujemy prawie wszystko (eksploracja).
- T—0: P — 0akceptujemy tylko poprawy (zachowanie jak HC).

- Optymalne T': kompromis pomiedzy eksploracjg i eksploatacja.

+ Przyktad numeryczny (AE = +100)

Temperatura 7' | P = exp(—100/T) Interpretacja
1000 0.905 ~ 90% szansa akceptacji
500 0.819 ~ 82% szansa
100 0.368 ~ 37% szansa
50 0.135 ~ 14% szansa
10 0.000045 prawie 0%
1 ~ 0 jak Hill Climbing

* Intuicja
Na poczatku (wysoka temperatura T') SA wykonuje ,pijacki krok” — swobodnie eksploruje przestrzen
rozwigzan.
Z czasem, gdy temperatura maleje, algorytm staje sie coraz bardziej konserwatywny.

Kluczowym elementem jest odpowiedni harmonogram chtodzenia.



Pseudokod SA — petna wersja
Algorytm Simulated Annealing (SA)

function SimulatedAnnealing(TO, alpha, T_min, L):

x = init_solution() # losowe lub konstrukcyjne

T =T0 # temperatura poczatkowa
while T > T_min: # kryterium stopu
for i = 1 to L: # L krokéw na temperature

x' = random_neighbor(x) # losowy sasiad

AE = f(x') - f(x)

if AE <= 0:
# poprawa -> zawsze akceptuj
x = x'

else:

# pogorszenie -> akceptacja probabilistyczna
r = random(0,1)
if r < exp(-AE / T):

X = x'

if f(x) < f(x_best):
# zapamietaj najlepsze rozwigzanie

x_best = x

T =T * alpha # geometryczne chtodzenie

return x_best
Parametry SA i ich znaczenie

- Ty (temperatura poczatkowa): powinna by¢ wystarczajgco wysoka, aby wiekszos¢ ruchow byta ak-

ceptowana (okoto 80%).
+ «a (wspétczynnik chtodzenia): zazwyczaj: 0.90 — 0.999 Im blizej 1, tym wolniejsze chtodzenie.
* Trnin (temperatura koficowa): zazwyczaj: 0.001 — 1.0 okresla moment zakoriczenia algorytmu.

+ L (dtugosé tancucha): liczba iteracji wykonywanych dla jednej temperatury.
Typowo: L = |N(z)| lub L=mn



Typowe wartosci dla TSP-100

« Tp = 1000 — 10000 (zaleznie od $redniej wartosci AE).
*a=0.95-0.999

* Tomin =0.1—-1.0

« L = n gdzie n oznacza liczbe miast.

- tgczna liczba iteracji: ~ 10° — 107
Harmonogramy chitodzenia w SA

- Geometryczny (standard)

T(k+1) = a-T(k)

a € (0.9,0.999)

Prosta implementacja.

Najczesciej uzywany harmonogram w praktyce.

Problem: stata szybkosc¢ chtodzenia niezaleznie od krajobrazu.

Wymagana liczba iteracji:

log(a)
+ Liniowy
T(k+1)=T(k) — A
gdzie:
_ To — Trmin
A= Niter

Bardzo prosta implementacja.

Nieréwnomierne chtodzenie: na poczatku (wysokie T') chtodzi zbyt wolno, a na korcu zbyt szybko.

Zwykle daje stabszg jakos¢ rozwigzan.

Rzadko stosowany w praktyce.



- Adaptacyjny (zaawansowany)

T ] gdy acc_rate > target

Monitorowanie wspotczynnika akceptacji co L iteracii.

Jesli akceptowanych jest zbyt duzo ruchéw: zmniejsz temperature szybcie;.

Jesli akceptowanych jest zbyt mato: spowolnij chtodzenie.

Utrzymuje:
acc_rate ~ 20% — 40%

Najlepsza jakos¢ wynikéw, ale trudniejsza implementacja.

- Jak ustawié 7,?

Praktyczna reguta:

1. Wykonaj 100 losowych ruchow.

2. Oblicz srednig wartos¢ pogorszenia:
AE 44

3. Ustaw Tj tak, aby poczatkowe prawdopodobienstwo akceptacji byto:

Pstary = exp <_A?;wg> ~ 0.8
4. Stad:

1 A,
In(0.8)

Gwarantuje to okoto 80% akceptacji ruchéw na poczgtku dziatania SA.
+ Im wolniejsze chtodzenie, tym lepsza jakos¢ — ale czas rosnie liniowo z 1/(1—«). Dla a = 0.999 vs.
a = 0.90: 100x wiecej iteracji dla ~ 8% poprawy jakosci.

Diminishing returns — wybierz alpha=0.99 jako dobry kompromis.



Czym jest Tabu Search?

- Kluczowe idee Tabu Search (TS)

stepny ruch pogarsza wartosc funkcji celu f(z).

Wybierz zawsze najlepszy dozwolony ruch:

Nie zatrzymuj sie w lokalnym optimum: TS kontynuuje dziatanie nawet wtedy, gdy kazdy do-

2’ = argmin{f(2") : 2" € N(z), 2" ¢ Tabu}

Nie ma losowania — wybdr jest deterministyczny.

Jak TS wychodzi z lokalnego optimum?

W lokalnym optimum wszyscy sgsiedzi sg gorsi, dlatego Hill Climbing zatrzymuije sie.

Tabu Search wybiera najlepszego dostepnego sgsiada (nawet jesli jest gorszy od biezgcego rozwig-

Pamietaj ostatnie ruchy: lista Tabu przechowuje ostatnio wykonane ruchy.

Zabraniaj powrotow: ruchy znajdujgce sie na liscie Tabu sg zakazane przez T;q, iteracji.

zania), a nastepnie zabrania powrotu do poprzednich ruchow przez T;q, iteracii.

Wymusza to eksploracje nowych regiondw przestrzeni rozwigzan.

- Poréwnanie mechanizmow ucieczki

Metoda | Mechanizm ucieczki Pamie¢
HC brak — zatrzymuje sie brak

SA losowa akceptacja: P = exp(—AE/T) | brak

TS najlepszy dozwolony ruch lista tabu
VNS zmiana sgsiedztwa brak

+ Historia i znaczenie

Glover (1986): Future Paths for Integer Programming.

Petna formalizacja: Glover (1989, 1990).

Szczegolnie skuteczny dla problemdw: QAR scheduling, routing.
Czesto przewyzsza SA w problemach kombinatorycznych.

Stanowi inspiracje dla wielu wspotczesnych metaheurystyk.

Lista Tabu — implementacja i dylemat rozmiaru

+ Co przechowujemy na liscie Tabu?




- Opcja A — Rozwigzania: zapamietywane jest cate rozwigzanie z.

Proste, ale pamieciochtonne dla duzych problemow. Blokuje doktadne powtdrzenia rozwigzan.
- Opcja B — Ruchy (standard): zapamietywane sg atrybuty ostatnio wykonanego ruchu.

Dla TSP (2-opt): para (4, j).

Efektywne, ale moze blokowac rézne rozwigzania wynikajgce z tego samego ruchu.
- Opcja C — Zmiany: zapamietywane sg zmienione cechy.

Przyktad: dla problemu plecakowego — indeks dodanego/usunietego przedmiotu.

+ Tenure — czas zycia na liscie

Tiapu. liczba iteracji, przez ktorg ruch jest zabroniony.

Po T}, iteracjach ruch jest usuwany z listy (FIFO).

Typowe wartosci:

Tiabw = 5 — 20

Implementacja: kolejka FIFO lub tablica licznikéw iteracii.

+ Dylemat rozmiaru listy Tabu

= Tiap, Za mate (np. 1-3): zbyt mato pamieci -> cykliczne powroty do lokalnych optiméw.
= Tiap, za duze (np. n/2): zbyt restrykcyjne -> pomijanie dobrych rozwigzan.

= Tup Optymalne: zazwyczaj: v/n do n dla problemu TSP,

Dynamiczne T;,;,: adaptacyjne zmiany podczas przeszukiwania.

+ Praktyczna zasada

Dla TSP-n:

- zacznij od:

Tiabu = \/ﬁ

- jesli TS ,kreci sie w kétko” -> zwieksz Tiapu,
- jesli prawie brak ruchéw dopuszczalnych -> zmniejsz Tiapu,
- dynamiczna tenure:

,Ttabu S [Tmina Tmaaz]

czesto dziata lepiej niz stata wartosc.

Kryterium Aspiracji — kiedy tamac regute tabu?
+ Problem z listg tabu bez kryterium aspiracji

Moze sie zdarzyc, ze ruch prowadzgcy do nowego globalnego optimum znajduje sie na liscie tabu — i
Tabu Search go wtedy ignoruje.

Kryterium aspiracji pozwala ,nadpisac’ regute tabu w szczegdlnych przypadkach.



+ Kryterium aspiracji (A1-A3)

- A1 — Poprawa globalnego optimum (standard):

Jesli ruch tabu prowadzi do:

f(l‘,) < f(xbest)

to ruch jest wykonywany mimo tabu.
Najczesciej stosowane kryterium.
— A2 — Poziom aspiracji:
Definiuje sie prog:
aspiration_level
Jegli:
f(2') < aspiration_level
ruch jest dopuszczony.
Bardziej liberalne podejscie.
- A3 — Intensywnos¢ poszukiwan:

Jesli ruch jest tabu, ale dany obszar nie byt dtugo eksplorowany, ruch zostaje zaakceptowany.

Promuje dywersyfikacje przeszukiwania.
- Pseudokod z kryterium aspiracji A1
for x2 in N(x):

move = get_move(x, x2)

if move not in tabu_list:

candidates.append(x2)
elif f(x2) < f(x_best):
# KRYTERIUM ASPIRACJI A1l
# ruch tabu, ale poprawia globalne optimum

candidates.append (x2)

x_next = argmin(f, candidates)

+ Co jesli wszystkie ruchy sa tabu?

Sytuacja rzadka, ale mozliwa przy duzym Tyap..

Rozwigzanie 1: dynamiczne zmniejszenie Tiqpy.

Rozwiazanie 2: wybor najlepszego ruchu sposréd tabu (ignorowanie listy).

Rozwigzanie 3: restart z nowego punktu startowego.



Pseudokod Tabu Search

+ Pseudokod

function TabuSearch(T_tabu, max_iter, max_no_improve):
x = init_solution()
x_best = x
tabu = [] # FIFO kolejka dtugosci T_tabu

no_improve = 0

for iter = 1 to max_iter:
best_candidate = None
best_f = o
for x2 in N(x): # PEELNE sasiedztwo!
move = get_move(x, x2)
if move not in tabu:
if £(x2) < best_f:
best_candidate = x2
best_f = f(x2)
elif f(x2) < f(x_best):
# kryterium aspiracji Al
best_candidate = x2

best_f = f(x2)

X_prev = X
x = best_candidate

tabu.append(get_move (x_prev, x))

if len(tabu) > T_tabu:

tabu.pop(0)

if £f(x) < f(x_best):
x_best = x
no_improve = 0
else:

no_improve += 1

if no_improve > max_no_improve:

break

return x_best



+ Kluczowa réznica SA vs. TS w implementac;ji

SA: losowy pojedynczy sgsiad — O(1) na iteracje + ewaluacja.

TS: petne sgsiedztwo — O(|N(z)|) na iteracje + ewaluacje.

Dla TSP z 2-opt:

TS ma mniej iteracji, ale kazda jest znacznie drozsza obliczeniowo.

Inkrementalna ewaluacja jest kluczowa dla wydajnosci TS.
+ Parametry TS

— Tiape. rozmiar listy tabu (parametr kluczowy).
- maz_iter: maksymalna liczba iteracji.

- max_no_improve: Kryterium stopu bez poprawy.

Mniej parametrow niz SA -> tatwiejsze strojenie w praktyce.

Trzy poziomy pamieci w Tabu Search

+ Pamie¢ krotkoterminowa

Co: lista ostatnich Ty, ruchow.

Cel: zapobieganie natychmiastowym cyklom.

Implementacja: kolejka FIFO.

Horyzont: T}, iteracji.

Zawartos$¢: atrybuty ruchéw (np. swap (4, j)).

Kryterium aspiracji: moze nadpisac zakaz.

Standardowy element kazdego Tabu Search.

+ Pamie¢ $rednioterminowa

Co: regiony przestrzeni z najlepszymi znalezionymi rozwigzaniami.

Cel: intensyfikacja — gtebsza eksploracja obiecujgcych obszarow.

Implementacja: mapa czestotliwosci + powrdt do ap.s: + dodatkowe kryteria aspiracji.

Horyzont: dziesigtki—setki iteracji.

Kiedy: po braku poprawy przez K iteracji.

Stosowana w bardziej zaawansowanych implementacjach.



- Pamieé¢ dtugookresowa

Co: nieodwiedzone lub rzadko odwiedzane regiony przestrzeni.

Cel: dywersyfikacja — eksploracja nowych obszarow.

Implementacja: mapa czestotliwosci ruchéw oraz kara za czesto odwiedzane obszary.

Horyzont: cate przeszukiwanie.

Kiedy: gdy algorytm utyka w jednym regionie.
Stosowana w zaawansowanych implementacjach.

- Strategia Tabu Search w praktyce

- (1) Krétkoterminowa pamieé: zawsze aktywna.
- (2) Intensyfikacja: po ok. 100 iteracjach bez poprawy: powrdt do oy | lokalne przeszukiwanie.
- (3) Dywersyfikacja: po kolejnych ok. 200 iteracjach bez poprawy: restart z punktu odlegtego od

Thest-

Simulated Annealing vs Tabu Search — kiedy co wybraé¢?

+ Simulated Annealing (SA)

Cecha Opis

Mechanizm ucieczki | Probabilistyczny: P = exp(—AE/T)

Pamiec Brak (metoda bezstanowa)

Wybor sgsiada Losowy pojedynczy sagsiad

Koszt iteracji O(1) + ewaluacja funkcji celu

Parametry To, o, Tonin, L

Implementacja Bardzo prosta (ok. 30 linii kodu)

Zbieznosc Stochastyczna, teoretycznie gwarantowana (lo-

garithmic cooling)

Najlepszy dla Problemy ciggte lub mieszane, mniej struktu-

ralne




- Tabu Search (TS)

Cecha Opis

Mechanizm ucieczki | Deterministyczny: wybor najlepszego dozwolo-

nego ruchu

Pamie¢ Lista tabu (krétkoterminowa + opcjonalnie sred-

nio/dtugoterminowa)

Wybor sgsiada Najlepszy dozwolony w N (x)

Koszt iteracji O(|N(z)]) + ewaluacje

Parametry Tiabu, maz_iter

Implementacja Srednia (ok. 60 linii kodu)

Zbieznosc Brak formalnych gwaranc;ji

Najlepszy dla Problemy kombinatoryczne: QAP scheduling, ro-
uting

Dlaczego zmiana sasiedztwa pomaga uciec z lokalnego optimum?
+ Kluczowa obserwacja (Hansen & Mladenovi¢, 1997):

1. Lokalne optimum dla Ny moze nie by¢ lokalnym optimum dla No.
2. Globalne optimum jest lokalnym optimum dla kazdego sgsiedztwa.

3. Dla wielu probleméw kombinatorycznych lokalne optima dla réznych sgsiedztw sg inaczej roz-

mieszczone w przestrzeni rozwigzan.

+ Formalna definicja
Niech:
N15N27 .. 'aNk‘maw
bedzie rodzing sagsiedztw.
Rozwigzanie z* jest lokalnym optimum dla Ny, jesli:
Va' € Np(x*):  f(2') > f(z¥)

VNS wykorzystuje fakt:

lok.opt. 5, # lok.opt.

Niy1



Typowa hierarchia sgsiedztw:

N1CN2C"'CNkmM

(zagniezdzone lub niezagniezdzone).

+ Przykiad: TSP z sasiedztwami k-opt

N, = 2-opt:
Zamiana 2 krawedzi: |N(z)| = O(n?)

Ny = 3-opt:
Zamiana 3 krawedzi: [N (z)| = O(n?)
- N3 = 4-opt:
Zamiana 4 krawedzi: [N (z)| = O(n*)

Double-bridge (4-opt): specjalna perturbacja 4-opt, ktérej nie mozna cofngc jednym ruchem 2-

opt.

Kazde sgsiedztwo definiuje inny ,krajobraz” przestrzeni rozwigzan, a wiec inne lokalne optima.
+ Dwa rodzaje hierarchii sasiedztw

- Zagniezdzone:

N1 C Ny C N3

Kazde kolejne sgsiedztwo zawiera poprzednie.
Przyktad:
1-opt C 2-opt C 3-opt

- Niezagniezdzone:

N17N2aN3

Sg roztgczne i reprezentujg rozne operatory.
Przyktad:
2-opt, or-opt, 3-opt

- W praktyce: niezagniezdzone sgsiedztwa czesto zapewniajg lepszg dywersyfikacje.



Basic VNS — pseudokod i trzy fazy

+ Pseudokod

function BasicVNS(N={N1i,...,Nkmax}, t_max):
X = init_solution()
t =0
while t < t_max: # kryterium stopu (czas/iter)
k=1
while k <= k_max:
# FAZA 1: Shaking
x2 = random_point (N_k(x))
# FAZA 2: Local Search od x2
x3 = local_ search(x2)
# np. HC z N1
# FAZA 3: Move or Not
if £(x3) < f£(x):
x = x3
k=1 # reset - wrd6é do N1
else:
k=k+1 # nastepne sasiedztwo
t=t + 1
return x
+ Trzy fazy BVNS
- Shaking (perturbacja):

Losowanie punktu:

2’ = random_point(Ny(z))

Punkt jest oddalony od biezgcego rozwigzania x, ale znajduje sie w sgsiedztwie Ng.

Im wieksze k, tym silniejsza perturbacja i wiekszy skok w przestrzeni rozwigzan.



- Local Search:
Przeszukiwanie lokalne od 2" az do lokalnego optimum.
Najczesciej uzywane jest sgsiedztwo Ny z Hill Climbing.

Wynik:

2" = lokalne optimum w Ny

— Move or Not:
Akceptacja tylko poprawy: f(z") < f(z) wtedy: z = 2", k=1

W przeciwnym przypadku: k£ = k + 1 i uzywane jest kolejne sgsiedztwo.
+ Dlaczego reset k = 1 po poprawie?

- Po znalezieniu lepszego rozwigzania x nowe sasiedztwo N (z) jest inne — zmienia sie krajobraz
i dostepne ruchy.

- Nalezy zacza¢ od najmniejszego sgsiedztwa Ni: zapewnia to szybkg eksploracje bliskiego oto-
czenia.

- Wieksze sgsiedztwa Ny sg uzywane dopiero wtedy, gdy mniejsze nie pozwalajg znalez¢ poprawy.
Rodzina algorytméw VNS

+ VND — Variable Neighborhood Descent

Deterministyczna wersja VNS (bez fazy shaking).

Przeszukuje:

N1—>N2—>N3—>...

az do lokalnego optimum.

Gdy pojawi sie poprawa w N wré¢ do Ny (reset).

Gdy nie ma poprawy w zadnym sgsiedztwie: zakoricz algorytm.

Gwarantuje:

2" jest lokalnym optimum dla wszystkich Ny

Silniejsze kryterium zatrzymania niz Hill Climbing.



Pseudokod:

function VND(N={N1,...,Nkmax}):
k=1
while k <= k_max:

x2 = best_neighbor(x, N_k)

if £(x2) < f(x):

X = x2
k=1
else:
k=k+1
return X

+ GVNS — General VNS

BVNS z procedurg Local Search zastgpiong przez VND.

Schemat:

Shaking(Ny) — VND(z") — Move or Not

Najsilniejsza wersja VNS.

Kosztowna obliczeniowo: VND wykonywane w kazdej iteracji.

Najlepsze wyniki dla problemow: TSP oraz scheduling.

* RVNS — Reduced VNS

Shaking w Ny, bez fazy Local Search.

Akceptacja wytgcznie poprawy:

f@') < f(z)

Szybszy i prostszy niz BVNS.

Stosowany, gdy Local Search jest bardzo kosztowny.

Jakosc¢ wynikow zwykle gorsza niz BVNS/GVNS.



+ Podsumowanie wariantow

Wariant | Shaking LS Jakosé
RVNS v X niska
BVNS v HC/N; dobra
GVNS v VND wysoka
VND X VND | $rednia/wysoka

Jak projektowac hierarchie sgsiedztw do VNS?

- Zasady projektowania hierarchii NV,

Rosnaca sita perturbaciji:

N1 mata perturbacja (blisko z), Ny, .. duza (daleko od z)

Roéznorodnosé: sgsiedztwa N; powinny generowac ,rézne”’ rozwigzania, a nie tylko skalowac ten

sam operator.

Efektywnosé: shaking w NV, musi by¢ szybki:

O(1) lub O(n)

Dostosowanie do problemu: sgsiedztwa powinny wynikac ze struktury problemu.

Kluczowa roznica:
Shaking # Local Search

Shaking generuje punkt startowy, nie lokalne optimum.

+ Przyktad dla TSP

N7 — shaking 2-opt: losowa zamiana 2 krawedzi. Prosta, ale staba perturbacja.

Ny — or-opt(1): przesuniecie T miasta w losowe miejsce.

N3 — or-opt(3): przesuniecie 3 kolejnych miast.

N, — double-bridge: silna perturbacja 4-opt, ktorej nie da sie cofng¢ jednym ruchem 2-opt.



+ Double-Bridge — dlaczego wyjatkowy?

Dzieli trase na 4 segmenty: A— B — C — D.

tagczy je w nowej kolejnosci:
A-C-B-D

Wynik: trasa niemozliwa do uzyskania jednym 2-opt.

Gwarantuje przejscie do nowego basenu przyciggania 2-opt.

Kluczowy sktadnik Iterated Local Search (czes¢ 3).

Potgczenie:
Lin-Kernighan + double-bridge = LK H

(najlepszy solver TSP).
+ Praktyczna wskazéwka

- Dla Local Search (VND) uzywaj matych sgsiedztw: 2-opt, or-opt.
- Dla shaking uzywaj duzych i ,nieodwracalnych”: double-bridge.

- Dzieki temu po Local Search nie wracamy natychmiast do poprzedniego lokalnego optimum.
Zestawienie trzech S-metaheurystyk — kiedy co wybraé?

+ Simulated Annealing

Mechanizm: probabilistyczna akceptacja:

exp(—AFE/T)

- Pamiec¢: brak (algorytm bezstanowy)

— Koszt iteracji:

— jeden losowy sasiad
- Parametry: T, o, Tynin, L (4 parametry)
- Dla TSP-52: ~ 7570 (0.4% od optimum)
- Zalety: prosta implementacja, dowdd zbieznosci, metoda ogdlna

- Wady: trudne strojenie temperatury, wolna dla n > 1000



+ Tabu Search

Mechanizm: deterministyczny — najlepszy dozwolony sgsiad

Pamie¢: lista tabu (krétkoterminowa), opcjonalnie mapa czestotliwosci

Koszt iteracji:
O(IN()])

— petne sgsiedztwo

Parametry: T}, max;e, (2 kluczowe)

Dla TSP-52: ~ 7550 (0.1% od optimum)

Zalety: dobre dla problemow kombinatorycznych, niewiele parametrow

Wady: kosztowny per iteracje, trudny wybor atrybutéw tabu

* VNS

Mechanizm: zmiana sasiedztwa + lokalne przeszukiwanie (LS)

Pamiec: brak (w BVNS)

Koszt iteracji: zalezny od LS:
O(LS)

Parametry: k..., Wybor sgsiedztw (najtrudniejszy element)

Dla TSP-52: ~ 7545 (0.04% od optimum)

Zalety: elegancki, skuteczny, dobrze wspotpracuje z double-bridge, brak pamieci

Wady: wymaga starannego projektowania hierarchii sgsiedztw



Drzewo decyzyjne: SA vs. TS vs. VNS

+ Uzyj SA gdy...

Problem jest ciggty lub mieszany (nie czysto kombinatoryczny)

Potrzebujesz szybkiego prototypu — SA jest tatwy w implementacji

Ewaluacja f(z) jest tania (kazda iteracja wymaga obliczenia f)

Nie masz dobrej definicji ,atrybutéw ruchéw” dla Tabu Search

Potrzebujesz teoretycznej gwarancji zbieznosci (logarytmiczne chtodzenie)

Problem ma wiele lokalnych optiméw o podobnej strukturze basendw przyciggania

Typowe zastosowania: scheduling, routing, VLSI placement, hyperparameter tuning

+ Uzyj TS gdy...

Problem jest czysto kombinatoryczny (QAP, permutacije)

Masz dobrze zdefiniowane ruchy z naturalnymi atrybutami

Inkrementalna ewaluacja A f jest tania

Chcesz deterministycznego zachowania (reprodukowalnos¢)

Masz ograniczony budzet iteracji — TS daje dobre wyniki szybko

Zalezy Ci na intensywnej eksploracji jednego regionu

Typowe zastosowania: QAP, Job Shop Scheduling, Vehicle Routing, Graph Coloring
+ Uzyj VNS gdy...

Masz kilka naturalnych operatorow sgsiedztwa dla problemu

Dysponujesz dobrg procedurg Local Search (np. HC z 2-opt dla TSP)

Chcesz prostoty implementacji bez pamieci

Problem ma hierarchie sgsiedztw:

1-opt C 2-opt C 3-opt

Szukasz wysokiej jakosci bez ztozonosci Tabu Search

Problem jest podobny do TSP / routing (VNS + double-bridge = state of the art)

Typowe zastosowania: TSP, VRP, Bin Packing, Network Design



SA, TS i VNS — gdzie sa uzywane w praktyce?

+ SA w praktyce

VLSI Design (IBM, 1983): rozmieszczenie komponentéw uktadéw scalonych — pierwszy duzy suk-

ces przemystowy SA

Strojenie hiperparametréw ML: AutoML, Neural Architecture Search (NAS)

Optymalizacja portfela: model Markowitza z ograniczeniami (finanse)

Modelowanie biatek: struktura 3D biatek (bioinformatyka)

Harmonogramowanie produkgji: job shop, flow shop scheduling

+ Tabu Search w praktyce

Routing pojazdow (VRP): UPS, FedEx — optymalizacja tras dostaw (np. POPMUSIC i inne duze

implementacje TS)

Przydziat czestotliwosci: sieci komorkowe — minimalizacja zaktocen

Job shop scheduling: optymalizacja produkgcji (Nowicki & Smutnicki, 1996 — rekordowe wyniki

dla benchmarkow)

Graph Coloring: planowanie zaje¢, przydziat zasobow

Bioinformatyka: wyréwnywanie sekwencji genomowych

+ VNS w praktyce

TSP — LKH (Lin-Kernighan-Helsgaun): VNS z double-bridge — jeden z najlepszych solveréw TSP

VRP (Vehicle Routing): ALNS (Adaptive Large Neighborhood Search) — rozszerzenie idei VNS dla
logistyki

Bin Packing: pakowanie kontenerow, ciecie materiatow

Network Design: projektowanie sieci telekomunikacyjnych

Data Mining: klasteryzacja p-median



Fundamentalny dylemat: intensyfikacja vs. dywersyfikacja
+ Fundamentalny dylemat optymalizaciji

- Intensyfikacja (exploitation): gteboka eksploracja obiecujgcego regionu.
Ryzyko: utkniecie w lokalnym optimum.
- Dywersyfikacja (exploration): eksploracja nowych, niezbadanych regionow.

Ryzyko: marnowanie czasu na stabe obszary.

- Jak SA balansuje?

Wysoka temperatura T' — dywersyfikacja (akceptacja pogorszen)

Niska temperatura T — intensyfikacja (zachowanie jak Hill Climbing)

Harmonogram chtodzenia kontroluje przejscie miedzy fazami

Wolne chtodzenie — dtuzsza dywersyfikacja i zwykle lepsza jakos¢ rozwigzan

+ Jak Tabu Search balansuje?

Lista tabu (krotkoterminowa) — unikanie cykli i lokalna intensyfikacja w nowych kierunkach

Pamie¢ czestotliwosci (dtugoterminowa) — kara za czesto odwiedzane regiony (dywersyfikacja)

Intensyfikacja: powrdt do . + gtebokie przeszukiwanie lokalne

Dywersyfikacja: restart z punktéw dalekich od odwiedzonych regionéw

- Jak VNS balansuje?

Local Search (z N;) — intensyfikacja: zbieganie do lokalnego optimum

Shaking (z Ni,) — dywersyfikacja: przejscie do nowego regionu przestrzeni

Wieksze k — silniejsza dywersyfikacja

Akceptacja tylko poprawy — silna intensyfikacja



ILS — Iterowane Przeszukiwanie Lokalne
+ Kluczowa idea ILS

- Problem z Random Restart: losowa inicjalizacja ignoruje informacje o znanych dobrych rozwig-

zaniach i marnuje czes¢ budzetu obliczeniowego.

- ldea ILS: zamiast losowo restartowac algorytm, zaburz (perturb) obecne dobre rozwigzanie z* i

uruchom Local Search od nowego punktu z’.

- Efekt: eksploracja pobliskich basendw przyciggania — nie catkowicie losowa, ale jednoczesnie

nie ograniczona do jednego optimum.

- Metafora: jesli zakopates$ skarb w poblizu, nie szukasz ponownie na catym swiecie, ale spraw-

dzasz obszar troche dalej niz poprzednio.
+ Kluczowe spostrzezenie

- Lokalne optima znajdujgce sie blisko globalnego optimum czesto sg skupione w podobnych ba-
senach przyciggania.
- ILS eksploruje sgsiednie baseny poprzez perturbacje, zamiast losowo szukac catkowicie nowego

obszaru.

+ ILS vs. Random Restart — analogia

Kryterium Random Restart ILS

Punkt startowy LS Losowy Zaburzony x*

Pamie¢ Brak x* (biezgce optimum)

Sita perturbacji Maksymalna (caty obszar) Kontrolowana

Eksploracja Globalna, nieukierunkowana Lokalna, ukierunkowana
Efektywnos¢ Niska dla duzych n Wyzsza dzieki wykorzystaniu informaciji




Pseudokod ILS — cztery komponenty

+ Pseudokod

function ILS(max_iter):
# (1) Inicjalizacja
x0 = generate_initial() # losowe lub zachtanne
x* = LocalSearch(x0) # pierwsze lokalne optimum

for i = 1 to max_iter:

# (2) Perturbacja - zaburz x*

x' = Perturbation(x*, history)

# (3) Local Search od x'

x'' = LocalSearch(x')

# (4) Kryterium akceptacji

if Accept(x'', x*, history):

history.update (x*)

return x*

+ 4 decyzje projektowe w ILS

Inicjalizacja — losowa, zachtanna lub znane dobre rozwigzanie s

Perturbacja — wybor operatora i jego sity

Local Search — np. HC, SA, TS lub VNS

Kryterium akceptacji — decyzja, czy z” zastepuje z*



+ Cztery kryteria akceptac;ji ILS

- Always Accept:
¥ < 2
zawsze akceptuj.
Silna dywersyfikacja, staba intensyfikacja.
- Better Only: akceptuj tylko jesli:
f@") < f(@¥)

deterministyczne podejscie, ale ryzyko stagnacji.

- SA-like: akceptacja pogorszen z prawdopodobienstwem:

P =exp(—A/T)

balans eksploracja—eksploatacja.
- Random Walk: akceptuj losowo niezaleznie od jakosci.

czysta dywersyfikacja.
+ Ktore kryterium wybraé?

— Dla TSP: Better Only + silna perturbacja (np. double-bridge) daje najlepsze wyniki.
- Dla problemow z wieloma basenami przyciggania: SA-like dziata lepiej.

- Praktyczna reguta: zacznij od Better Only, jesli brak popraw -> przejdz na SA-like.
Sita perturbacji — kluczowy dylemat ILS
+ Trzy scenariusze sity perturbacji

— Za staba perturbacja: z’ lezy w tym samym basenie przyciggania co x*.
Local Search konwerguje do tego samego lokalnego optimum.
ILS nie zmienia regionu — efekt podobny do braku perturbaciji.

- Optymalna perturbacja: 2’ trafia do sgsiedniego basenu przyciggania.
Local Search konwerguje do innego lokalnego optimum.
ILS efektywnie eksploruje nowe regiony przestrzeni.

- Za silna perturbacja: 2’ jest praktycznie losowym rozwigzaniem.
Strata informacji o x* — ILS redukuje sie do Random Restart.

Niska efektywnos¢ w duzych przestrzeniach.



+ Idealna perturbacja

Przenosi z* do innego basenu przyciggania,

zachowuje czesc¢ struktury rozwigzania.

Dla TSP: double-bridge (4-opt z przeplotem)

Nieodwracalna przez 2-opt, ale zachowuje czesc¢ struktury trasy.

+ Perturbacje dla roznych problemoéw

TSP — double-bridge: podziat trasy na segmenty A — B — C — D irekombinacja A—C — B—D.

Job Shop: random reinsertion — losowe przeniesienie k operacji.

Plecak: bit-flip k elementdéw, gdzie k okresla site perturbac;i.

Graph Coloring: recolor block — zmiana koloréw catego spojnego podgrafu.

Ogodlna zasada:

% szybka: O(n)
% zmienia 10—30% struktury

% Nieodwracalna przez Local Search

+ ILS dla TSP berlin52 — wptyw perturbacji

Perturbacja Wynik sr. | % GAP
1-opt (za staba) ~ 7820 3.7%
2-opt random ~ 7640 1.3%
Double-bridge v/ ~ 7548 0.08%
5-opt random (za silna) | ~ 7710 2.2%

ILS vs. VNS — podobienstwa i réznice

+ ILS — schemat dziatania

Jedna perturbacja (stata lub adaptacyjna)

Po perturbacji zawsze wykonywane jest petne Local Search az do lokalnego optimum

Kryterium akceptacji decyduije, czy:

/!
¥z

Historia opcjonalna (mozna zapamietywac odwiedzone lokalne optima)

Intuicja: LS z inteligentnym restartowaniem

Schemat:

x* — Perturb — 2’ = LS — 2 — Accept — z*



+ VNS — schemat dziatania

Hierarchia sgsiedztw:

Schemat:

Po poprawie:reset k =1

N1, Na, ..

Po shaking zawsze wykonywany jest Local Search w Ny

Intuicja: ILS z wieloma poziomami perturbaciji

k=1,z=2"

x — Shake(Ny) — 2’ — LS(Ny) — 2" —

k=k+1

- Poréownanie kluczowych aspektow

° Nkmaz

Shaking: losowy punkt w Ny (x) — coraz dalej przy braku poprawy

jesli poprawa

w przeciwnym przypadku

Aspekt ILS VNS
Perturbacja Stata lub adaptacyjna Hierarchia Ny,
Eskalacja Brak (lub reczna) Automatyczna (k + +)
LS po perturbacji Zawsze petny LS Zawsze LSz N,

Kryterium akceptacji

Elastyczne (rozne warianty)

Tylko poprawa

Prostota

Prostszy

Bardziej systematyczny

Wyniki TSP

Bardzo dobre (double-bridge)

Bardzo dobre (BVNS/GVNS)

- Kiedy co wybraé

- ILS: gdy masz jedng dobrg perturbacje (np. double-bridge)

- VNS: gdy masz naturalng hierarchie operatoréw (np. 2-opt, or-opt, 3-opt)

— Dla TSP: oba podejscia dajg bardzo podobne wyniki przy podobnym budzecie obliczeniowym.



GRASP — Restricted Candidate List (RCL)
- Dwie fazy GRASP

- Faza 1 — Greedy Randomized Construction: buduj rozwigzanie krok po kroku.
Na kazdym kroku:
% oblicz koszt wszystkich kandydatow

% zbuduj RCL (Restricted Candidate List)

% losowo wybierz element z RCL

- Faza 2 — Local Search: uruchom Local Search (np. HC) od zbudowanego rozwigzania az do

lokalnego optimum.

- Powtarzaj catosc¢ przez max;ie, | Zapamietuj najlepsze xpes;.

+ RCL — klucz do GRASP

RCL = Restricted Candidate List

Definicja:
RCL = {c e C: cost(c) < cmin + (Cmaz — Cmin)}

a = 0: tylko najlepszy kandydat (czysto zachtanne podejscie)

- a = 1: wszyscy kandydaci (czysto losowe)

a € (0.1,0.3): wartosci typowo stosowane w praktyce

- Przyktad: GRASP dla TSP (Nearest Neighbor)

Standardowy NN: zawsze wybieraj najblizsze nieodwiedzone miasto — podejscie deterministyczne.

GRASP NN:

% oblicz odlegtosci do nieodwiedzonych miast
% zbuduj RCL: miasta o odlegtosci < dyin + @(dmaz — dmin)

% losowo wybierz miasto z RCL

Efekt: kazda iteracja daje inne rozwigzanie startowe, a Local Search prowadzi do réznych lokal-

nych optimow.

wybieramy najlepsze sposrod wielu iteracji (np. 100+).

+ Dlaczego GRASP dziata?

Dobra heurystyka konstrukcyjna daje rozwigzania bliskie optimum (zachtannos¢).

Losowosc¢ zapewnia roznorodnoscé eksploracji przestrzeni.

Local Search doprowadza kazde rozwigzanie do lokalnego optimum.

Wielokrotne iteracje zwiekszajg pokrycie przestrzeni rozwigzan.



GRASP + Nearest Neighbor dla TSP — przykiad
- Faza konstrukgcji dla TSP (o = 0.2)

- Start: losowe miasto, np. miasto 1
- Krok 1:

Oblicz odlegtosci do 4 nieodwiedzonych miast:

dy =10, d3=25 dy=18, d5=30

Cmin = 107 Crmax = 30

Prog:

threshold =10 + 0.2 x (30 — 10) = 14

RCL:

RCL = {miasto 2 (d = 10)}

Tylko jeden kandydat — przejdz do 2.

- Krok 2:
Od miasta 2:
d3 =12, dy=8, d5=20
threshold =8 + 0.2 x (20 —8) = 10.4
RCL = {miasto 4 (d = 8)}
Przejdz do 4.
- Efekta =0.2:

Mata losowos¢ — trasy sg zblizone do NN, ale nie identyczne.



- Wplyw o na jako$é (TSP berlin52, 100 iter.)

+ Reaktywny GRASP

Definiujemy:

« Opis Wynik sr. | Std
0.0 | Czysto zachtanne | ~ 8120 0
0.1 | Matalosowosc ~ 7820 | +85
0.2 Optimum ~ 7620 +62
0.3 | Srednia losowo$¢ | ~ 7710 | 490
0.5 | Duzalosowosc¢ ~ 8050 | £140
1.0 | Czystolosowe ~ 9100 | 4320

Zamiast statego o = 0.2, algorytm sledzi skutecznos¢ réznych wartosci a.

P(«) = prawdopodobienstwo, ze o dato najlepszy wynik w ostatnich 50 iteracjach

6 S-metaheurystyk — kompletne poréwnanie

W kolejnych iteracjach probkujemy « zgodnie z rozktadem P(«).

Algorytm automatycznie dostosowuje wartosc¢ o do konkretnego problemu.

Metoda Mechanizm ucieczki Pamiec Koszt/iteracje Parametry Impl. trudnos¢ Najlepsze dla TSP-52 %GAP
HC Brak — zatrzymuije sie Brak O(|N(x)|) 0 * tatwa Inicjalizacja, baseline ~20%
SA Probabilistyczna (exp) Brak O(1) + eval To, &, Tyin, L ** Prosta Ciggte, szybki prototyp ~0.5%
TS Deterministyczna (pamiec) Lista tabu O(|N(z)|) Tyapu, maz_iter | Srednia Kombinatoryczne, QAP ~0.1%
VNS Zmiana sasiedztwa Brak O(LS) + shaking Kmaz, WybOr Ni. | % %« Srednia TSP routing, gdy wiele Ny, ~ 0.04%
ILS Perturbacja + restart LS z* (best) O(LS) + perturb sita perturbacji ** Prosta TSP + double-bridge, scheduling ~ 0.08%
GRASP Losowa konstrukcja Brak (miedzy iter.) | O(konstr.) + O(LS) a, maz_iter *x Prosta Gdy dobra heurystyka konstr. ~ 0.6%




Poprawne poréwnywanie metaheurystyk
+ Procedura benchmarkingu krok po kroku

- Krok 1 — Ustal budzet:

Zdefiniuj taki sam N, (liczba ewaluacji funkgji celu) dla kazdego algorytmu — jest to jedyna

uczciwa miara porownania.
- Krok 2 — Uruchamiaj wielokrotnie:

Minimum 30 niezaleznych uruchomien z roznymi seed losowosci:

seed =1,2,...,30

- Krok 3 — Zbierz metryki:

srednia,

mediana,

odchylenie standardowe,
minimum,

maksimum,

* % ok sk k%

%GAP od optimum.

- Krok 4 — Testu;:

Uzyj testu Wilcoxon Rank-Sum:

a = 0.05

dla danych nieparametrycznych.
- Krok 5 — Raportu;j:

Przygotuj tabele ze wszystkimi metrykami, box-plot oraz czas obliczen.



+ Wilcoxon Rank-Sum Test

+ Przyktad poprawnego raportu benchmarku

Hipoteza zerowa Hy:

Wyniki algorytmow A i B pochodzg z tego samego rozktadu (brak réznicy).

Hipoteza alternatywna Hy:

Algorytm A jest systematycznie lepszy od algorytmu B.

Test nie zaktada normalnosci danych — jest odpowiedni dla metaheurystyk.

Jesli:

p-value < 0.05

odrzucamy Hy — roznica jest statystycznie istotna.

Python:

scipy.stats.wilcoxon(results_A, results_B)

Algorytm | Sr. | Std | Min | Med. | %GAP | p-val vs. SA
SA 7652 | 48 | 7590 | 7648 | 1.46% -
TS 7561 | 22 | 7543 | 7559 | 0.25% | <0.001 v
VNS 7548 | 12 | 7542 | 7546 | 0.08% | <0.001 v
ILS 75571 | 15 | 7542 | 7549 | 0.12% | <0.001 v
GRASP | 7621 | 55 | 7560 | 7618 | 1.05% | 0.042 v
30 uruchomien, budzet = 10° ewaluacji, berlin52, optimum = 7542

+ Czeste btedy

Poréwnanie tylko jednego uruchomienia.

Rozne budzety obliczeniowe dla algorytmow.

Brak testu statystycznego.

Raportowanie wytgcznie sredniej bez:

Testowanie tylko jednej instanciji.

std, min, max

Nalezy testowa¢ minimum 5-10 réznych instancji o réznych rozmiarach.



No Free Lunch Theorem — co tak naprawde mowi?

- Twierdzenie No Free Lunch (Wolpert & Macready, 1997):
Dla dowolnych dwoch algorytméw A i B:

jesli A przewyzsza B na pewnej klasie problemow, to B musi przewyzszac¢ A na innej klasie problemow

0 rownym ,rozmiarze”.

Po usrednieniu po wszystkich mozliwych problemach — kazdy algorytm jest rownie dobry (lub rownie
zty).
- Co NFL oznacza dla praktyki?

Nie istnieje ,jeden najlepszy algorytm optymalizacyjny”.

Dobdr algorytmu musi uwzglednia¢ strukture problemu.

Benchmark na reprezentatywnych instancjach jest KONIECZNY.

Publikacje typu ,nasz algorytm jest najlepszy” bez benchmarku sg podejrzane.

+ Co NFL NIE oznacza?

Nie: ,Wszystkie algorytmy sg tak samo dobre dla TSP” — dla konkretnej klasy problemow réznice

sg duze.

Nie: ,Nie warto projektowac¢ nowych algorytméw” — warto, bo mozna je dopasowac do konkret-

nych klas problemodw.

Nie: ,Nie mozna poréwnywac algorytmow” — mozna, ale tylko na konkretnej klasie instancji.

Tak: dobre algorytmy sg dopasowane do struktury problemu (eksploatacja wiedzy a priori).

- Praktyczna interpretacja inzynierska

Masz problem TSP — TS lub VNS z 2-opt (sprawdzone dla TSP)

Masz problem Job Shop — TS z operatorem krytycznej sciezki

Masz nowy problem — zacznij od SA (prosty), potem TS/VNS

Masz super komputer — GRASP (tatwo réwnolegty — embarrassingly parallel)



Logistyka i Transport — najwiekszy obszar zastosowan
- Problem komiwojazera (TSP) — klasyk

- Zastosowania:
Planowanie tras kurierow, zbieranie odpadow, inspekcja sieci energetycznej, wiercenie PCB.
- Najlepszy solver:
LKH (Lin-Kernighan-Helsgaun) — VNS + double-bridge + 5-opt LS.
Daje rozwigzania optymalne lub bardzo bliskie optimum dla prawie wszystkich znanych instanc;ji
TSP o rozmiarach < 100000 miast.
- Rekord:
TSP dla 85900 miast (USA) — rozwigzany optymalnie przez Concorde (B&B), jednak LKH daje ok.

0.01% od optimum w utamku czasu.

+ Vehicle Routing Problem (VRP)

Uogolnienie TSP: wiele pojazddw, ograniczenia pojemnosci, okna czasowe.

UPS Project ORION (2012):

% 55000 tras dziennie w USA
% heurystyki oparte na Tabu Search
% o0szczednosci: 400 min S rocznie

% redukcja emisji: 700 000 ton CO4 rocznie

POPMUSIC:

duzy system TS dla VRP z milionami klientow — dekompozycja na podproblemy.

Przemyst:

Amazon, FedEx, DHL — wiasne solvery VRP oparte na TS i SA.
- Harmonogramowanie (Scheduling)

- Job Shop Scheduling:
Najstynniejszy wynik TS: Nowicki & Smutnicki (1996) — TS z operatorem krytycznej Sciezki. Przez
ponad 20 lat byt stanem sztuki.
- Rozktady lotow:
KLM, Lufthansa — SA + TS do planowania zatdg i maszyn.
- Planowanie zajec:
Graph Coloring + TS — harmonogramy uczelni (np. University Timetabling Competition).
- Produkcja przemystowa:

harmonogramowanie linii montazowych (SA / TS).



 Rynek optymalizacji
Globalne wydatki na oprogramowanie optymalizacyjne: ponad 1 mld S rocznie.

Wiodagce systemy:

- Gurobi
- CPLEX

- LocalSolver
Heurystyki stanowig czesto rdzen ich komercyjnych solverow.
Bioinformatyka — optymalizacja w nauce i zyciu

- Fatdowanie biatek (protein folding)
+ Sekwencjonowanie i analiza genomu

+ Inne zastosowania biologiczne

- Projekt eksperymentéw: GRASP do optymalnego rozmieszczenia probek
- Analiza sieci biologicznych: Klasteryzacja genow — TS

- Harmonogramowanie lab: Optimal batch scheduling — SA

Machine Learning — optymalizacja hiperparametrow i architektury

+ Hyperparameter Optimization (HPO)
+ Neural Architecture Search (NAS)

+ Python: DEAP dla metaheurystyk

Jak zamodelowaé¢ nowy problem — podejscie inzynierskie
+ Kroki projektowania metaheurystyki dla nowego problemu

- Krok 1 — Sformutuj problem:

Co optymalizujemy (f)? Jakie sg ograniczenia? Minimalizacja czy maksymalizacja?

- Krok 2 — Reprezentacja:
Jak zakodowac rozwigzanie: bity, permutacja, wektor rzeczywisty, drzewo?

- Krok 3 — Dopuszczalnosc:

Jak sprawdzi¢ czy rozwigzanie jest dopuszczalne? Jak naprawi¢ rozwigzania niedopuszczalne?

- Krok 4 — Sgsiedztwo N (xz):

Jakie ruchy definiujg sgsiednie rozwigzania? Jak szybko obliczy¢ A f?
- Krok 5 — Inicjalizacja:

Losowa czy zachtanna? Zachtanna inicjalizacja zwykle daje lepszy start.
- Krok 6 — Wybdr metody:

SA /TS /VNS/ILS / GRASP — zaleznie od charakterystyki problemu.



- Typowe reprezentacje i sgsiedztwa

Problem Reprezentacja Sgsiedztwo
TSP permutacja [1..n] 2-opt, 3-opt, or-opt
Plecak wektor bitowy {0, 1}™ flip 1 bitu
Job Shop permutacja zadan swap, reinsertion

Graph Coloring | wektor kolorow [1..k]"™ | zmiana koloru wezta

Klasteryzacja przypisanie [1..k]|" przeniesienie punktu

Harmonogram macierz przypisan swap, shift

- Zlota zasada

- Sasiedztwo powinno byc spéjne:

kazde dopuszczalne rozwigzanie osiggalne z kazdego innego przez skonczong liczbe ruchéw.
- Sasiedztwo powinno by¢ efektywne:

A f obliczalne inkrementalnie w O(1) lub O(n).
- Sgsiedztwo powinno by¢ wystarczajaco bogate:

nie za mate (brak ekspresji), nie za duze (zbyt kosztowne).
Najczestsze btedy na kolokwium — unikaj ich!
+ TOP 5 Btedow — Teoria i Definicje

- B1 — Zty wzor SA:

P =exp(AE/T)

zamiast:

P =exp(—AE/T)

Uwaga: AE = f(2') — f(x), wiec dla pogorszen AE > 0,a —AE/T <0= P < 1.
- B2 — Zta definicja metaheurystyki:
LAlgorytm dajgcy dobre wyniki” 2 metaheurystyka.
Poprawnie: ,0golna strategia wysokiego poziomu, niedeterministyczna, bez gwarancji optymal-
nosci”.
- B3 — Mylenie TS z SA:
TS jest deterministyczny (najlepszy dozwolony ruch),

SA jest stochastyczny (losowy sgsiad + probabilistyczna akceptacja).



- B4 — Lokalne vs globalne optimum:

Lokalne optimum # zte rozwigzanie — moze by¢ bardzo bliskie globalnemu.
- B5 — Brak uzasadnienia wyboru metody:

Odpowiedz ,wybieram SA" bez uzasadnienia = 0 punktow.

i

Zawsze nalezy dodaé: ,wybieram SA, poniewaz... (mechanizm, koszt, struktura problemu)
- TOP 5 Btedéw — Slady i Implementacja

- B6 — Zwracanie x zamiast zpeq W SA:
SA moze skonczy¢ w gorszym rozwigzaniu — zawsSze ZWracaj Tpest-
- B7 — Petne N(z) w SA:
SA uzywa jednego losowego sasiada (O(1)),
TS uzywa petnego sasiedztwa (O(| N (z)])).
- B8 — Brak kryterium aspiracjiw TS:
TS moze oming¢ globalne optimum.
Al:jesli f(2') < f(xpest) -> Wykonaj mimo tabu.
- B9 — Brak resetu k = 1 w VNS:
Po poprawie zawsze nalezy ustawic¢ k = 1.
- B10 — Btedne uzycie a w GRASP:
a = 0 -> czysto zachtanne,
a = 1->czysto losowe,

zalecane: a € (0.1,0.3).



Kluczowe wzory i schematy algorytméw — do nauki

+ SA — kluczowe wzory

AFE

P(akceptuj gorszy) = exp <_T>

T(k+1) = a-T(k)

AEavg

T = ————9
0 ln(Pstart)

init ()

i
1]

while T > T_min:
x2 = random_neighbor (x)

A=1f(x2) - £(x)

if A < 0 or rand() < exp(-A / T):

X = x2

if f(x) < f(best):

best = x

T *= alpha

+ HC — fundament

x = init()

while improved:

x = best_neighbor (x)



+ TS — szkielet

x = init ()

tabu = []

for iter in range(max_iter):

x = best_admissible(N(x), tabu, best)

tabu.append (move)
if len(tabu) > T_tabu:

tabu.pop(0)

+ VNS — BVNS

x = init_LS(Q)

while t < t_max:

k=1

while k <= k_max:

x2 = shaking(x, N_k)

x3 = LS(x2)

if £(x3) < f(x):

x = x3

k=1
else:

k +=

- ILS

x_best = LS(init())

for i in range(max_iter):

x2 = perturb(x_best)

x3 = LS(x2)

if accept(x3, x_best):

x_best = x3



* GRASP

best = None

for i in range(max_iter):

"
]

greedy_random_construction(alpha)

LS(x)

"
1

if f(x) < f(best):

best = x

* RCL w GRASP

threshold = cmin + @+ (Cmaz — Cmin)

RCL = {c € C : cost(c) < threshold}
Drzewo decyzyjne — szybki przewodnik wyboru algorytmu

+ Masz / chcesz: SA

Typ problemu: ciggty / mieszany

Czas implementacji: szybka (ok. 30 linii)

Parametry: Tp, &, Tynin, L (4)

Koszt iteracji: O(1) + 1 ewaluacja

Rownolegtosé: tak (multiple runs)

Stan sztuki: dobre wyniki, ogolny algorytm

+ Masz / chcesz: TS

Typ problemu: kombinatoryczny

Czas implementacji: srednia (ok. 60 linii)

Parametry: Tiqp, (1 kluczowy)

Koszt iteracji: O(|N|) + | N| ewaluacji

Réwnolegtosc: trudna

Stan sztuki: doskonate dla problemoéw kombinatorycznych



+ Masz / chcesz: VNS

Typ problemu: kombinatoryczny z wieloma Ny,

Czas implementacji: srednia (ok. 50 linii)

Parametry: kyq. (1 kluczowy)

Koszt iteracji: O(LS) + shaking

Réwnolegtose: czesciowa (multiple runs)

Stan sztuki: state-of-the-art dla TSP

+ Masz / chcesz: ILS

Typ problemu: dowolny z dobrag perturbacja

Czas implementacji: szybka (ok. 40 linii)

Parametry: sita perturbacji (1)

Koszt iteracji: O(LS) + perturb

Rownolegtosé: tak (multiple runs)

Stan sztuki: bardzo silny dla TSP (ILS + LK)

+ Masz / chcesz: GRASP

Typ problemu: gdy istnieje dobra heurystyka konstrukcyjna

Czas implementacji: szybka (ok. 40 linii)

Parametry: a (1 kluczowy)

Koszt iteracji: O(konstr.) + O(LS)

Rownolegtosé: fatwa (kazda iteracja niezalezna)

Stan sztuki: dobre wyniki, czesto z Path Relinking



METAHEURYSTYKI — OPTYMALIZACJA GLOBALNA

Dlaczego populacja rozwigzan?
* Inspiracje z natury

- Kolonia mréwek: zadna mréwka nie zna catej mapy, ale razem znajdujg najkrotsza droge do je-
dzenia.

- Klucz ptakow: kazdy ptak widzi tylko swoich sgsiadow, jednak caty klucz porusza sie optymalnie
jako catosc.

- Ewolucja: miliardy iteracji selekcji naturalnej prowadzg do organizmow zoptymalizowanych pod

kgtem przetrwania.

- Zalety populacji

Rownolegte przeszukiwanie wielu obszaréw przestrzeni rozwigzan.

Wymiana informacji miedzy rozwigzaniami.

Naturalna odpornos¢ na lokalne optima.

Mozliwosc¢ efektywnej implementacji rownolegte).

- Wady populaciji

Wyzszy koszt obliczeniowy pojedynczej iteracji.

Wieksza liczba parametrow wymagajgcych strojenia.

Moze dziatac¢ wolniej lokalnie niz SA lub TS.

Ryzyko przedwczesnej zbieznosci populacii.
0gdlny schemat P-metaheurystyki
- Schemat dziatania

1. Inicjalizacja populacji P — wygeneruj N rozwigzan (losowo lub heurystycznie).
Ewaluacja — oblicz wartos¢ funkcji celu f(z) dla kazdego x € P.

Sprawdzenie kryterium zatrzymania. Jesli jest spetnione, zwrd¢ najlepsze rozwigzanie.
Selekcja — wybierz najbardziej obiecujgce rozwigzania z populacji P.

Generowanie nowych rozwigzan przez krzyzowanie, mutacje lub inne operatory.

Aktualizacja populacji — zastgp stare rozwigzania nowymi.

N g~ N

Powrdt do kroku 2.



+ Elementy wspoélne wszystkich P-metaheurystyk

Rozmiar populacji N — zwykle od 20 do 200 osobnikdw.

Kryterium zatrzymania — maksymalna liczba iteracji, brak poprawy lub osiggniecie zadanej war-

tosci funkgji celu.

Mechanizm selekcji — preferuje lepsze rozwigzania, ale nie eliminuje catkowicie stabszych.

Operatory zmiennosci — zapewniajg rownowage miedzy eksploracjg i eksploatacjg przestrzeni

rozwigzan.

- 0golny model aktualizacji populacji

P(t + 1) = update(P(t), selection(P(t)), variation(P(t)))

Algorytm Genetyczny (GA) — idea

+ Inspiracja: Darwinowska ewolucja

,Przezycie najlepiej przystosowanych”.

Lepsze osobniki czesciej sie rozmnazaja.

Potomkowie dziedziczg cechy swoich rodzicow.

Mutacja wprowadza nowg zmiennosc¢ do populacii.

Po wielu pokoleniach populacja osigga coraz lepszg adaptacje.

+ Holland (1975)
Adaptation in Natural and Artificial Systems — pierwsza formalna prezentacja algorytmdéw genetycz-
nych.
Schema Theorem: schematy o krétkim oddziatywaniu, niskim rzedzie i wysokiej wartosci fitness roz-
mnazajg sie wyktadniczo.

+ Kluczowe skiadniki GA

Reprezentacja — jak kodujemy rozwigzanie?

Inicjalizacja populacji — N osobnikow.

Funkcja fitness — jak oceniamy jakosc¢ rozwigzania?

Selekcja — wybor rodzicow.

Krzyzowanie — sposob tgczenia informacji od rodzicow.

Mutacja — losowe modyfikacje potomkow.

Wymiana pokolen — sposob zastepowania starej populacji nowa.



GA: petla gtéwna

+ Pseudokod

function GA(N, p_c, p_m, max_gen):
P = initPopulation(N)

evaluate (P)

best = getBest(P)

for t = 1 to max_gen:
P_new = []
P_new.add(elite(P, k = 2))

while |P_new| < N:

pl = select(P)

p2

select (P)

if random() < p_c:
cl, c2 = crossover(pl, p2)
else:
cl, c2 = pl, p2
if random() < p_m:
mutate(cl)
if random() < p_m:

mutate(c2)

P_new.add(cl, c2)

P = P_new

best = update(best, getBest(P))

return best

+ Parametry GA

Rozmiar populacji N: zwykle 50-200.

Prawdopodobienstwo krzyzowania p.: 0.6—0.95.

Prawdopodobienstwo mutacji p,,: od % do 0.1.

Maksymalna liczba pokolen (max_gen): 100—10000.

Elityzm k: okoto 1-5% populaciji.



+ Reguta praktyczna

Klasyczne ustawienie Hollanda:

S|

Pm =

gdzie n oznacza dtugos$¢ chromosomu.

Daje to srednio jedng mutacje na kazdy chromosom.
Reprezentacje chromosoméw
+ Binarna [0, 1]"

Klasyczna reprezentacja Hollanda.

Chromosom: 1 011001

- Zastosowanie: problem plecakowy, selekcja cech, uktady logiczne.

— Operatory: 1-point, 2-point, uniform crossover; bit-flip mutation.

+ Permutacyjna 7(n)

Reprezentacja dla problemow kolejnosciowych.

Chromosom: [3, 1, 4, 2, 5]

- Zastosowanie: TSP, harmonogramowanie, sequencing.
— Operatory: OX, PMX, CX crossover; swap, inversion mutation.

- Uwaga: standardowe operatory mogg tworzy¢ nielegalnych potomkow.
- Rzeczywista R"

Reprezentacja dla optymalizacji ciagtej.

Chromosom: [0.73, -1.24, 3.01]

- Zastosowanie: wagi sieci neuronowych, inzynieria, robotyka.

— Operatory: BLX-«, SBX crossover; mutacja gaussowska.

- Drzewowa (GP)

Genetic Programming (Koza, 1992) — reprezentacja w postaci drzew wyrazen.

- Zastosowanie: symboliczna regresja, automatyczne programowanie.

— Problem: bloat — niekontrolowany wzrost rozmiaru drzewa.



Metody selekgc;ji

- Roulette Wheel (koto ruletki)

Prawdopodobienstwo selekcji proporcjonalne do wartosci fitness:

- v Naturalna presja selekcyjna.
- x Wrazliwa na wartosci odstajgce (super-fit osobniki).

- X Problematyczna dla minimalizacji.

+ Tournament Selection

Wybierz k losowych osobnikow, wygrywa najlepszy:

winner = argmax{ f(z) : = € tournament}

- v Odporny na skalowanie fitness.
- Vv tatwa kontrola presji selekcji poprzez parametr k.

- v Najczesciej stosowana metoda w praktyce.
+ Rank Selection

Selekcja oparta na randze, a nie bezwzglednym fitness:

rank(z;)

Plas) = Zj rank(z;)

- v Eliminuje problem skalowania fitness.
- v Stata presja selekcji w czasie.

- x Wolniejsza konwergencja.

+ Praktyczna rada

Najczesciej stosowane podejscie:
Tournament selection z k = 2 lub k = 3.

Zapewnia umiarkowang presje selekcyjng i dobrg odpornosé na rézne rozktady fitness.



Operatory krzyzowania dla permutac;ji

+ OX — Order Crossover (dla TSP)

Zachowuje kolejnos¢ wzgledng gendw z rodzica P, spoza segmentu P;.

P1: 1234567
P2: 3721654

Krok 1: skopiuj segment

Krok 2: wypetnij z P, (kolejnos¢: 2,1, 6, 7)

Cl: 2134567

+ PMX — Partially Mapped Crossover

Zachowuje pozycje bezwzgledne poprzez mapowanie genow.

Szczegdlnie uzyteczny, gdy pozycja elementu ma znaczenie (np. harmonogramowanie).
+ CX — Cycle Crossover

Kazdy gen dziedziczony jest z jednego z rodzicéw na tej samej pozycii.

Zachowuje pozycje absolutne i cykle permutacii.

* Poréwnanie dla TSP

Operator Zachowuje Jakosé
OX kolejnosc¢ wzgledng xkkk
PMX pozycje absolutne Kok
CX pozycje absolutne Kok
ERX krawedzie Fokokokok




Operatory mutaciji

- Swap Mutation (permutacje)

Zamiana dwoch losowych gendw miejscami.

[17 2’ 3’ 4’ 5] — [17 57 37 47 2]

Prosty operator zapewniajgcy niewielkg, lokalng zmiane struktury permutacii.
- Inversion Mutation (permutacje)

Odwrdcenie wybranego segmentu permutacii.

[1,2,3,4,5] — [1,4,3,2,5]

Operator rownowazny ruchowi 2-opt w problemie TSP,
* Insertion Mutation (permutacje)

Usuniecie genu i wstawienie go w inne miejsce.

[1,3,4,2,5] — [1,4,2,3,5]

Pozwala na bardziej elastyczne przestawienia niz swap.
- Gaussian Mutation (ciagta)

Mutacja dla reprezentacji rzeczywistej — dodanie szumu gaussowskiego:

zh = + N(0,07)
Parametr o kontroluje site mutacji i moze by¢ adaptacyjny (np. w CMA-ES).
Strategie Ewolucyjne (ES) — wariant GA
+ Notacja ES

= (u, A)-ES: p rodzicow, A potomkow.
Nastepna generacja: wybierane jest A najlepszych osobnikow sposrod potomkaow.

- (u + A)-ES: Nastepna generacja powstaje z wyboru p najlepszych osobnikéw sposrod rodzicow
i potomkow.

- Zazwyczaj zachodzi relacja yu < X (czesto A ~ 7p).



- Adaptacja parametréw ES

W strategiach ewolucyjnych parametr mutacji o rowniez podlega ewoluciji:

o' =oc-exp(r-N(0,1))
Klasyczna reguta 1/5 sukcesu:

- jesli odsetek udanych mutacji > 1/5 -> zwieksz o
- jesli< 1/5->zmniejsz o
- CMA-ES — State of the Art
Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy — jedna z najskuteczniejszych metod optymalizacji

ciggtej typu black-box.

- automatycznie adaptuje petng macierz kowariancji mutacji
— uczy sie kierunkow w przestrzeni rozwigzan

- inwariantna wzgledem rotacji uktadu wspotrzednych

- wykorzystuje historie udanych krokow do adaptacji rozktadu

- implementacja: pip install cma
Strategie wymiany populaciji

- Generational (catkowita wymiana)

Cata populacja P(t) jest zastepowana przez nowg populacje P(t + 1).

Odpowiada klasycznemu modelowi ,pokolen” w biologii.

Ryzyko: utrata najlepszego rozwigzania, jesli nie stosuje sie elityzmu.

W praktyce stosuje sie elityzm (k ~ 1% — 3% najlepszych osobnikdéw).

- Steady-State (wymiana czesciowa)

W kazdej iteracji zastepowana jest tylko czesé populacji (np. A najgorszych osobnikéw).

Szybsza poprawa jakosci lokalnej populacji.

Mniejsza réznorodnosc¢ niz w podejsciu generational.

Stosowane, gdy koszt ewaluacji funkcji celu jest niski.
+ Elityzm

- Najlepsze rozwigzania sg zawsze przenoszone do kolejnej generacji bez zmian.
- Bez elityzmu: mozliwa utrata najlepszego rozwigzania przez mutacje lub selekcje.

- Z elityzmem: gwarantowane monotoniczne niepogarszanie najlepszego wyniku.



- Poréwnanie strategii

- Generational: wysoka roznorodnos¢, wolniejsza zbieznosc.
- Steady-State: nizsza roznorodnosc, szybsza zbieznosc.

- Generational + elityzm: kompromis miedzy eksploracjg a eksploatacja.
Problemy GA i jak je rozwigzaé
- Przedwczesna zbieznos¢

- Populacja zostaje zdominowana przez jednego (lub kilku) bardzo dobrych osobnikdw.

- Spadek réznorodnosci prowadzi do utkniecia w lokalnym optimum.
- Genetic Drift

- Losowe zmiany w matych populacjach powodujg zanik dobrych alleli niezaleznie od wartosci

fitness.

- Efekt szczegolnie silny przy matym rozmiarze populacji.

+ Techniki utrzymania réznorodnosci

Niching / Sharing: wprowadzenie kary za podobienstwo miedzy osobnikami.

Crowding: potomkowie zastepujg najbardziej podobnych rodzicow.

Island Model: podziat populacji na subpopulacje z okresowg migracja.

Restarting: ponowna inicjalizacja populacji przy braku postepu.

Adaptive mutation (p,,): zwiekszenie intensywnosci mutacji przy spadku réznorodnosci.
- Island Model GA

- Populacja dzielona na K wysp, kazda zawiera N / K osobnikow.
- Co M generacji nastepuje migracja m najlepszych osobnikow miedzy wyspami.
- Model naturalnie rownolegty — kazda wyspa moze by¢ uruchamiana na osobnym rdzeniu lub

watku.



Zastosowania algorytméw genetycznych

* Inzynieria i projektowanie

Optymalizacja struktury anten (NASA, 2006)

Projektowanie aerodynamiczne skrzydet samolotow

Topologia sieci elektrycznych (smart grid)

VLSI routing i placement

+ Uczenie maszynowe

Optymalizacja hiperparametréw (alternatywa dla grid search)

Selekcja cech (feature selection)

Neural Architecture Search (NAS)

Kalibracja parametrow modeli symulacyjnych

- Logistyka i harmonogramowanie

Vehicle Routing Problem (VRP)
Job Shop Scheduling

Uktadanie planéw zajec¢ (timetabling)

Optymalizacja sieci dostaw

- Bioinformatyka

Protein structure prediction

Multiple sequence alignment

Drug discovery — optymalizacja czgsteczek

Analiza sieci genéw

Particle Swarm Optimization — idea

- Inspiracja: stada i fawice

Zachowanie ptakow szukajgcych pozywienia: kazdy osobnik eksploruje przestrzen i jednoczesnie

korzysta z informacji zbiorowe;j.

Kazda czgstka pamieta najlepsze miejsce, ktére sama odwiedzita (pbest).

Dodatkowo zna najlepsze rozwigzanie znalezione przez cate stado (gbest).

Ruch jest kompromisem miedzy eksploracjg a eksploatacja.



- Kennedy & Eberhart, 1995

N czgstek w D-wymiarowej przestrzeni.

Kazda czastka posiada pozycje x; oraz predkosc v;.

Kazda czgstka pamieta swoje najlepsze dotychczasowe potozenie pbest.

Globalnie znane jest najlepsze potozenie catego roju gbest.

W kazdej iteracji aktualizowana jest predkosc i pozycja czastek.

* PSO vs GA

Inspiracja: GA — ewolucja biologiczna, PSO — zachowanie stada.

Komunikacja: GA — krzyzowanie, PSO — wymiana informacji przez predkosci.

Pamieé: GA — brak jawnej pamieci, PSO — pbest i gbest.

Parametry: GA — p¢, i, N, PSO — w, ¢1,co, N.

Implementacja: PSO jest prostsze implementacyjnie.

Reprezentacja: PSO naturalnie dziata w przestrzeniach ciggtych.
PSO: réwnania aktualizacji

- Aktualizacja predkosci

vi(t+1) =w-vi(t) +c1-r1 - (pbest; — (L)) + co - 1o - (gbest — x4(t))

- Aktualizacja pozycji

CL‘Z'(t + 1) = ﬂfz(t) + ’Ui(t —+ 1)
+ Parametry PSO

- w (inertia — bezwladnos$¢): kontroluje wptyw poprzedniej predkosci. Typowo: malejgce od 0.9 —
0.4.

- ¢ (cognitive component): przycigganie do wtasnego najlepszego rozwigzania pbest. Typowo:
c; =2.0.

- ¢ (social component): przycigganie do globalnego najlepszego rozwigzania gbest. Typowo: ca =
2.0.

- r1,re € [0,1]: losowe wspotczynniki wprowadzajgce stochastycznosc i wspierajgce eksploracije

przestrzeni.



PSO dla probleméw dyskretnych
+ Problem: PSO nie jest natywnie dyskretny

- Standardowe réwnania PSO zaktadajg przestrzen ciggta.

- Problemy takie jak permutacje czy zmienne binarne wymagajg modyfikacji reprezentacji.
- Binary PSO (BPSO)

- Predkosc¢ interpretowana jako prawdopodobienistwo poprzez funkcje sigmoidalna:

Plzi=1)=0(v;) = ——

- Zastosowania: selekcja cech, problem plecakowy.

- Minimalna modyfikacja klasycznego PSO.
- Permutation PSO (dla TSP)

- Pozycja reprezentowana jako permutacja miast.
- Predkosc¢ jako sekwencja operacji swap.
- Aktualizacja:

* x; + v; = zastosowanie sekwencji swapow do permutacji.

% pbest — x; = roznica wyrazona jako lista swapow prowadzgcych do pbest.
- Poréwnanie dla TSP

- PSO (permutation): dobra jakos$¢, niska prostota implementacji.
- GA + OX: lepsza jakos¢, srednia ztozonose.

- ACO: najlepsza jakosc, srednia ztozonosc¢.

Ant Colony Optimization — idea

- Jak mrowki szukaja jedzenia?

Mrowki wyruszajg z kolonii i eksplorujg przestrzen rozwigzan w sposob losowy.

Na przemierzanych Sciezkach zostawiajg slad feromonowy.

Feromony z czasem parujg (zanikajq).

Krotsze Sciezki sg czesciej wybierane -> wiecej feromonow.

Powstaje dodatnie sprzezenie zwrotne prowadzgce do zbieznosci.



+ Dorigo: ACO

- 1992 — Ant System (AS)
- 1996 — Ant Colony System (ACS) — bardziej efektywny wariant

- 1997 — Max-Min Ant System (MMAS) — kontrola zakresu feromondw, najlepsza stabilnos¢

+ Elementy ACO

7;; — intensywnos¢ feromonu na krawedzi (4, j)

ni; — heurystyka (np. 1/d;; w TSP)

a — wptyw feromonu (typowo o = 1)

B — wptyw heurystyki (typowo 3 € [2,5])
- p — wspdtczynnik parowania feromonu (typowo p ~ 0.1)
- () —ilos¢ feromonu dodawanego przez mrowke

- m — liczba mrowek
ACO: rownania probabilistyczne

- Prawdopodobieristwo wyboru krawedzi (i -> j) przez mréowke k:

ko Il ngl?
Po = S e )P
lEN}

- Parowanie feromonéw (po kazdej iteracji):

Tz’j(t +1)=(1-p) Tij(t) + ATij

AT = Z ATZ}
k

jeslimrowka k przeszta przez (i, j)

Q’
Atk = L
0,

W przeciwnym razie

- Parametry ACO (Talbi 2009):

a — wptyw feromonow (typowo: 1)

B — wptyw heurystyki (typowo: 2—5)

p — wspdtczynnik parowania (0.01-0.2)

m — liczba mréwek (10-50)



Warianty ACO: AS -> ACS -> MMAS

- Ant System (AS) — Dorigo 1992

Wszystkie mrowki aktualizujg feromony

Globalna aktualizacja po kazdej iteracji

Prosta implementacja

Wolna zbieznos¢

Jakosc¢: referencyjna (baseline)

- Ant Colony System (ACS) — Dorigo & Gambardella 1996

Tylko najlepsza mrowka aktualizuje feromony globalnie

Lokalna aktualizacja feromondw w trakcie budowy rozwigzania

Pseudolosowy wybdr (parametr ¢q)

Szybsza zbieznosc¢ i lepsza jakos¢ niz AS

Polecany dla TSP

+ MMAS — Stiitzle & Hoos 2000

Ograniczenie feromonow: T € [Tmin, Tmax|

Aktualizacja tylko przez najlepszg mrowke (iteracyjng lub globalng)

Zapobiega stagnacji feromondéw

Reinicjalizacja przy utknieciu

Najlepsze wyniki dla TSPLIB

- Poréwnanie empiryczne (TSP, 500 miast)

- MMAS: 0.5% od optimum
- ACS: 1%
- AS: 3%

Wszystkie warianty przewyzszajg SA przy tym samym budzecie obliczeniowym.



Differential Evolution (DE)

+ Idea DE — Storn & Price, 1997

Mutacja oparta na roznicy wektorow losowych osobnikéw. Mechanizm automatycznie dopasowuje

krok do geometrii przestrzeni przeszukiwania.

for kazdy osobnik x_i:

# Mutacja
wybierz rl, r2, r3 !=1

mutant = x[r1] + F * (x[r2] - x[r3])

# Krzyzowanie (binomial)
for j = 1..D:
if random() < CR or j == j_rand:
trial[j] = mutantl[j]
else:

triallj]l = x[i][j]

# Selekcja (greedy)
if f(trial) <= f(x[i]):

x[i] = trial

+ Parametry DE

- N —rozmiar populacji: 5D-10D

F € ]0.4,1.0] — wspotczynnik skalowania (sita mutacji)

CR € [0.1,1.0] — prawdopodobienstwo krzyzowania

Warianty: DE/rand/1/bin, DE/best/1/bin, DE/rand/2/exp

+ Gdzie DE btyszczy?

Optymalizacja ciggta wielowymiarowa

Funkcje multimodalne z licznymi dolinami

Kalibracja modeli numerycznych

Benchmarki CEC (real-parameter optimization)

Czesto lepszy niz GA i PSO dlan > 20



+ Tabela porownawcza

Algorytm Inspiracja Przestrzen | Reprezentacja | Zastosowanie Parametry
GA Ewolucja Obie Dowolna TSP, scheduling, ML N, De, Pm
ES/ CMA-ES | Ewolucja Ciggta Wektory R™ Inzynieria, black-box | u, A\, o
PSO Stado Ciggta* Wektory R™ ML, inzynieria N, w, 1, ¢2
ACO Mrowki Dyskretna | Grafy TSP, VRP, routing m, a, B, p
DE Rdznicowanie | Ciagta Wektory R™ Optymalizacja ciggta | N, F, CR
GA+LS Hybrydowa Obie Dowolna Wszystkie (najlepsza) | Wiele

+ Uwaga

PSO moze by¢ adaptowane do przestrzeni dyskretnych (BPSO), jednak w praktyce GA i ACO sg zwykle

bardziej naturalne i skuteczne dla problemow kombinatorycznych.

Problem Komiwojazera (TSP)

+ Formalna definicja

Dane: graf petny G = (V, E) z n wierzchotkami (miastami) oraz macierza odlegtosci D = [d;;].

Celem jest znalezienie cyklu Hamiltona (trasy odwiedzajgcej kazde miasto doktadnie raz), o minimalnej

dtugosci:

+ Zlozonos$é

minz din(i+1), 9dziem(n+1) =mx(1)

Przestrzen rozwigzan: @ ~ 10'%7 dla n = 100
Problem NP-trudny (Garey & Johnson, 1979)
Najlepszy algorytm doktadny: O(n? - 2") — Held—Karp

Praktyczna granica dla metod doktadnych: n = 20




+ Warianty TSP

Symmetric TSP (sTSP): d;; = dj; — najczestszy przypadek

Asymmetric TSP (ATSP): d;; # dj; — np. drogi jednokierunkowe

TSP with Time Windows (TSPTW): ograniczenia czasowe

Multiple TSP (mTSP): wielu sprzedawcow

VRP: uogolnienie z ograniczeniami pojazdow i pojemnosci

- Zastosowania TSP

Logistyka (UPS, FedEx), wiercenie VLSI (PCB), sekwencjonowanie DNA, planowanie trajektorii ramienia

robota, harmonogramowanie obserwac;ji teleskopéw.
Heurystyki konstrukcyjne dla TSP

- Nearest Neighbor (NN)

Zacznij od losowego miasta

Przechodz do najblizszego nieodwiedzonego miasta

Powtarzaj az wszystkie miasta zostang odwiedzone

Na koncu wrd¢ do miasta startowego

Ztozonos¢: O(n?) | Jakosé: 25% ponad optimum

- Greedy (zachtanne krawedzie)

- Posortuj wszystkie krawedzie rosngco wedtug d;;
— Dodawaj krawedz jesli:

% nie tworzy wierzchotka o stopniu > 2

% nie tworzy cyklu (chyba Ze jest to ostatnia krawedz)

Ztozonos$¢: O(n%logn) | Jakosé: 15-20% ponad optimum

+ Insertion Heuristics

- Nearest Insertion: wstawiaj najblizsze miasto do istniejgcej trasy
— Cheapest Insertion: wstaw tam, gdzie wzrost kosztu jest minimalny

- Farthest Insertion: zaczynaj od najdalszych miast (lepsza globalna struktura)

Jakos¢: 8—15% ponad optimum (zaleznie od wariantu)



+ Poréwnanie heurystyk dla TSP

Metoda Biad (%) Czas
Nearest Neighbor | 20-25% O(n?)
Greedy edges 15-20% | O(n?logn)
Cheapest Insertion | 10-15% O(n?)
Farthest Insertion | 8-12% O(n?)

Operatory lokalne dla TSP

+ 2-opt (Lin 1965)

Usuniecie dwdéch krawedzi i ponowne potaczenie (odwrdcenie segmentu).

Acost = d(i,j) +d(i+ 1,5+ 1) —d(i,i + 1) —d(j,j + 1)

- |N(z)| = O(n?) — wszystkie pary krawedzi

- Akceptacja: jesli Acost < 0

- Btad: 3—-5% ponad optimum

+ 3-opt

Usuniecie trzech krawedzi i rozwazenie 8 mozliwych potgczen.

IN(2)] = 0(n?)

Lepsza jakosc¢ niz 2-opt

Znacznie wiekszy koszt obliczeniowy

Btad: 1-2% ponad optimum

+ Or-opt

Przeniesienie 1-3 kolejnych miast w inne miejsce trasy.

- Szybszy niz 2-opt

- Poréwnywalna jakos¢

— Czesto uzywany jako operator mutacji w GA

+ Lin—Kernighan (LK)

Adaptacyjny k-opt wybierajgcy k& dynamicznie w trakcie dziatania.

Btad: <1% ponad optimum
LKH (Helsgaun, 2000): <0.1% od optimum
State-of-the-art dla TSP (bez GA)

Implementacja: 1kh.dk




GA dla TSP: kompletna konfiguracja

- Konfiguracja GA dla TSP

Element Wybor Uzasadnienie
Reprezentacja | Permutacja [1..n] Naturalna dla TSP
Inicjalizacja NN + perturbacja Lepszy punkt startowy
Selekcja Tournament k = 3 Odporny, elastyczny

Krzyzowanie
Mutacja
Local search

Wymiana

OX lub ERX
Inversion + swap
2-opt kazdy osobnik

Generational + elityzm

Zachowuje strukture trasy
Odpowiada 2-opt i dywersyfikacji
Algorytm memetyczny

Monotoniczna poprawa

+ Wyniki GA dla TSP

+ Whniosek

Sama metaheurystyka populacyjna bez local search jest niewystarczajgca dla TSP. Algorytmy meme-

Konfiguracja Btad

GA (bez LS) 5% ponad optimum
GA + 2-opt (memetyczny) 1%

GA + LK <0.5%

ACO (MMAS) 0.5%

LKH (tylko LS) <0.1%

tyczne (GA + LS) osiggajg wyniki konkurencyjne z najlepszymi metodami.

- Konfiguracja GA dla TSP

Element Wybor Uzasadnienie
Reprezentacja | Permutacja [1..n] Naturalna dla TSP
Inicjalizacja NN + perturbacja Lepszy punkt startowy
Selekcja Tournament k = 3 Odporny, elastyczny

Krzyzowanie
Mutacja
Local search

Wymiana

OX lub ERX
Inversion + swap
2-opt kazdy osobnik

Generational + elityzm

Zachowuje strukture trasy
Odpowiada 2-opt i dywersyfikacji
Algorytm memetyczny

Monotoniczna poprawa




- Wyniki GA dla TSP

Konfiguracja Btad

GA (bez LS) 5% ponad optimum
GA + 2-opt (memetyczny) 1%

GA + LK <0.5%

ACO (MMAS) 0.5%

LKH (tylko LS) <0.1%

+ Whniosek

Sama metaheurystyka populacyjna bez local search jest niewystarczajgca dla TSP. Algorytmy meme-

tyczne (GA + LS) osiggajg wyniki konkurencyjne z najlepszymi metodami.
ACS dla TSP: petna implementacja

+ Pseudokod

function ACS_TSP(n, D, m, qO0, beta, rho, tau0):

tauli] [j]
etali] []]

tau0 for all i, j
1 / DIil[j]
best = NN_solution()

repeat:
for k = 1..m:
start[k] = random_city()
tour[k] = [start[k]]
while |tour(k]| < n:
i = current_city(k)

if random() < qO:

j = argmax (taul[i]l[1] * eta[i] [1] beta)
else:

roulette(tauli][:] * etal[il[:] beta)

J
tour [k] .add (j)

// lokalna aktualizacja feromonéw

tauli] [j]1 = (1 - rho) * taul[il[j] + rho * tau0

best = update(best, tours)
for (i, j) in best:
taulil [j] = (1 - rho) * tauli][j] + rho / cost(best)

return best



+ Parametry ACS dla TSP

- m = n (jedna mréwka na miasto)

qo = 0.9 (silna eksploatacja)

-—a=1p=2-5

p = 0.1 (wolne parowanie feromonow)

= 70 = 7 9dzie Cy to koszt trasy NN

» Kluczowa réznica ACS vs AS

Lokalna aktualizacja:

75 = (1= p)7ij + p7o

stosowana po kazdym kroku mrowki powoduje, ze kolejne mrowki sg zniechecane do uzywania tych

samych krawedzi, co wprowadza naturalng dywersyfikacje eksploraciji.
Algorytmy memetyczne (MA) = GA + Local Search

- ldea algorytméw memetycznych

Moscato (1989): potgczenie ewolucji populacji z lokalnym ulepszaniem kazdego osobnika.

- GA zapewnia eksploracje globalng (réznorodnosc)
- Local Search zapewnia eksploatacje lokalng (intensyfikacja)

- Wynik: znacznie lepsza jakos¢ niz GA lub LS osobno

- Pseudokod

function Memetic_GA_TSP:
P = initPopulation(N)
for x in P:

X = twolpt(x)

evaluate(P)
while not terminated:
pl, p2 = select(P)
child = 0X_crossover(pl, p2)

child inversionMutation(child)

child = twoOpt(child)
P = replace(P, child)

return best (P)



- Kiedy stosowac local search?

Zawsze po krzyzowaniu: najlepsza jakosc, najwyzszy koszt obliczeniowy

Tylko dla nowych osobnikéw (dzieci): kompromis jakos¢/czas

Probabilistycznie (prs): LS tylko z pewnym prawdopodobieristwem

Tylko dla top-k: LS tylko dla najlepszych osobnikéw w populacji

+ Wyniki memetycznych dla TSP

Algorytm berlin52 ¢ch130

GA(bezLS) ~5% ~ 8%
GA + 2-opt ~1%  ~2%
GA + LK <05% < 1%

LKH (top) ~0% ~0%

+ Whniosek

Najwiekszy skok jakosci w problemach takich jak TSP nie pochodzi z samej populacji ani samej mu-

tacji, ale z hybrydy: globalna eksploracja + lokalna intensyfikacja.
TSPLIB — standardowe benchmarki

- TSPLIB (Reinhardt, 1991)

Standardowy zbior instancji testowych dla TSP i VRP. Uzywany przez cate srodowisko badawcze do

poréwnywania algorytmow.

berlin52 — 52 miasta, opt = 7542
ch130 — 130 miast, opt = 6110

pr1002 — 1002 miasta, opt znane

r15915 — 5915 miast (trudna)

- Poréwnanie algorytméw na TSPLIB

Algorytm Btad sred. Czas (n=1000)
Nearest Neighbor ~ 25% <ls
2-opt ~ 5% ~ 5s

SA ~ 3% ~ 30s

GA (memetyczny) ~ 1% ~ 2min
ACO (MMAS) ~ 0.5% ~ 3min

LKH < 0.1% ~ 2min




+ Rekord absolutny

LKH (Lin-Kernighan-Helsgaun) + POPMUSIC rozwigzat instancje 1.904.711 miast (World TSP) z bfe-

dem ~ 0.001% po wielodniowych obliczeniach.

Jak wybra¢ algorytm dla TSP?

- Zestawienie zalezno$ci: rozmiar problemu, czas i jakos¢é

Rozmiar n Budzet czasu Wymagana jakosc¢ Zalecana metoda

n < 20 Dowolny Optymalna Held-Karp (doktadny)

n < 100 < 1min > 5% od opt. Nearest Neighbor + 2-opt
n < 100 5-30 min < 1% od opt. SA lub TS z 2-opt

n = 100-1000 < 5 min < 2% od opt. GA memetyczny (GA + 2-opt)
n = 100-1000 30 min+ < 0.5% ACO (MMAS) lub LKH

n > 1000 godziny < 1% LKH lub POPMUSIC
Online / dynamiczne realtime heurystyczna NN + 2-opt iteracyjny

 Reguta praktyczna

Zawsze zacznij od heurystyki Nearest Neighbor jako punktu startowego, a nastepnie zastosuj 2-opt.

Dopiero jesli wymagania jakosciowe nie sg spetnione, dodaj petng P-metaheurystyke.

+ Implementacje

- Python: python-tsp, DEAP
- Java: JCLEC
— C++: OpenGA, LKH source code

TSP w praktyce przemystowej

+ Logistyka: UPS ORION

Project ORION (2012): optymalizacja 55,000 tras kurierskich dziennie przy uzyciu heurystyk TSP/VRP.

Efekt: okoto 10 miliondw galonéw oszczednosci paliwa rocznie oraz redukcja emisji CO4 0 okoto 100

000 ton.

- Bioinformatyka: DNA Sequencing

Shortest Superstring Problem: sktadanie fragmentéw DNA moze by¢ modelowane jako TSP na grafie

naktadania.

Sekwencjonowanie genomu: redukcja problemu do TSP o skali milionéw ,miast” (fragmentéw).



+ VLSI Manufacturing

Optymalizacja Sciezki wiertarki w ptytkach PCB.

Kazdy otwdr = miasto, a czas przejscia miedzy punktami = odlegtosc.

IBM od lat 90. rozwija i patentuje metody oparte na TSP dla problemow VLSI placement i routing.
+ Astronomia: telescope scheduling

Kolejnos¢ obserwacji obiektow przez teleskop modelowana jako TSP z ograniczeniami czasowymi
(TSP with time windows).

Przyktad: Hubble Space Telescope — okoto 10% wiecej obserwacji dzieki optymalizacji harmonogramu.
Krajobraz przestrzeni rozwigzan TSP

« Struktura krajobrazu TSP

Euklidesowy TSP: hipoteza Big Valley — wiele lokalnych miniméw skupionych wokét globalnego opti-

mum. Im blizej optimum globalnego, tym wieksza koncentracja dobrych rozwigzan.

- Konsekwencje Big Valley

Multi-start Local Search jest bardzo efektywny

GA z rekombinacjg dobrych rozwigzan dziata dobrze

Centrum masy dobrych rozwigzan stanowi przyblizenie globalnego optimum

Trudniejsze instancje moga nie wykazywac struktury Big Valley

* Trudne instancje TSP

Clustered instances: grupy miast — heurystyki typu NN mogg dawac stabe wyniki

Random instances: brak struktury geometrycznej — trudniejsze dla Local Search

Structured with obstacles: ograniczenia geograficzne (np. rzeki, géry)

Very large n (> 10000): brak gwarancji jakosci i skalowalnosci

+ Implikacja praktyczna
Zawsze nalezy testowac algorytm na wielu instancjach o roznej strukturze. Algorytm skuteczny dla
euklidesowego TSP moze byc¢ nieskuteczny dla ATSP lub instancji klastrowanych.

Vehicle Routing Problem — rozszerzenie TSP

+ VRP: formalna definicja
Dane: depot (baza), n klientow, k pojazdéw. Kazdy klient ma zapotrzebowanie ¢;. Kazdy pojazd ma
pojemnost Q.
Cel: przypisac klientow do pojazdow i zaplanowac trasy minimalizujgc tgczng odlegtosdé, przy spetnie-
niu ograniczen:
Y 4 <Q dlakazdego pojazdu



+ Warianty VRP

CVRP: ograniczenie pojemnosci pojazdu

VRPTW: okna czasowe

VRPB: backhauling (odbioér towaréw w drodze powrotnej)

DVRP: wersja dynamiczna (nowe zamowienia w trakcie dziatania)

MTSP: wielu sprzedawcow = VRP bez ograniczen pojemnosci

+ Metaheurystyki dla VRP

GA: chromosom reprezentuje przypisanie klientow do pojazdow

ACO: mrowki buduja trasy jak w TSP, z dodatkowym etapem dekodowania tras pojazdow

SA + LNS: Large Neighborhood Search — jedna z najskuteczniejszych metod dla VRPTW

Clarke-Wright Savings: klasyczna heurystyka inicjalizacyjna

+ Praktyka: UPS ORION
System UPS ORION rozwigzuje CVRPTW dla okoto 55 000 tras dziennie.
Kazdy kierowca obstuguje Srednio okoto 120 przystankow.
Budzet obliczeniowy: ponizej 30 sekund na wygenerowanie trasy.

W praktyce stosowane sg hybrydowe heurystyki tgczgce konstrukcje i lokalne przeszukiwanie.

Multi-Objective Optimization Problem (MOP)

- Formalna definicja MOP

min F'(z) = (fi(z), fo(z),..., fu(z))

subject to:

r €S (przestrzen decyzyjna)

+ Kluczowa réznica vs. optymalizacja jednokryterialna

Zwracamy zbiér rozwigzan (front Pareto)

Nie istnieje jedno ,najlepsze” rozwigzanie bez preferencji decydenta

Cele sg sprzeczne (trade-off)

Decydent wybiera rozwigzanie po analizie frontu Pareto



+ Przykiady MOP w praktyce

Portfel inwestycyjny: maksymalizacja zysku, minimalizacja ryzyka

Transport: minimalizacja czasu, kosztu i emisji

Inzynieria: minimalizacja wagi, maksymalizacja wytrzymatosci

Machine Learning: maksymalizacja doktadnosci, minimalizacja ztozonosci modelu

Harmonogramowanie: minimalizacja makespan i opoznien
Dominacja Pareto i front Pareto
- Definicja dominaciji
Rozwigzanie z dominuje y (x > y) gdy:
fi(x) < fi(y) dlawszystkichi=1,...,n
Ji: fi(z) < fiy)

Przyktad (min f1, min f5):

- A=(2,5)
- B =(3,4)
- O =(2,4)

C dominuje A (rowne f1, lepsze f5) C dominuje B (lepsze f1, rowne f2) A i B sg wzajemnie niezdomi-

nowane
* Front Pareto
Zbiér Pareto P* to wszystkie niezdominowane rozwigzania w przestrzeni S.

Front Pareto F* to obraz P* w przestrzeni celow.

— moze by¢ nieciagty (zbidr punktéw)
- moze by¢ ciggty (krzywa kompromiséw)

- moze by¢ konweksowy lub niekonweksowy

+ Cel algorytmow MOP

Aproksymacja frontu Pareto tak, aby:

- jak najlepiej pokry¢ przestrzen celdéw

- jak najblizej rzeczywistego frontu Pareto



Trzy podejscia do optymalizacji wielokryterialnej

- Agregacija (Scalarization)

Zamiana problemu MOP na problem jednokryterialny poprzez wazong sume:

min Z wj - fi(x)

- prosta implementacja, mozliwosc¢ uzycia istniejgcych solveréw
- wymaga okreslenia wag a priori

- nie znajduje rozwigzan na niekonweksowych fragmentach frontu Pareto

Metoda e-constraint stanowi alternatywne podejscie.
- Podejscie Pareto (MOEA)

Aproksymacja catego frontu Pareto jednoczesnie.

zwraca zbior rozwigzan zamiast jednego wyniku

decyzja podejmowana post hoc przez decydenta
- nie wymaga wczesniejszego okreslania wag

przyktady: NSGA-II, SPEA2, MOEA/D

Podejscie to jest obecnie dominujgcym standardem w MOP.
- Podejscia interaktywne

Decydent uczestniczy w procesie optymalizacji.

iteracyjna wymiana informacji miedzy algorytmem a decydentem

stopniowe doprecyzowanie preferencji

bardziej naturalne z punktu widzenia uzytkownika

wymaga aktywnego udziatu decydenta

przyktad: metody reference point



NSGA-Il — Non-dominated Sorting Genetic Algorithm Il

* Deb et al., 2002 — IEEE TEC

Najczesciej cytowany algorytm MOEA. Dwie kluczowe innowacje: Non-dominated Sorting oraz Crow-

ding Distance.

function NSGA_II(N, max_gen):

P = initPopulation(N)

evaluate(P)
for t = 1..max_gen:
Q = generateOffspring(P)
R=Pul // 2N osobnikéw

fronts = fastNonDominatedSort (R)
P_new = []
for Fi in fronts:
if |P_new| + |Fi| <= N:
P_new += Fi
else:
Fi.sort(crowdingDistance, descending)
P_new += Fi[:N - |P_newl|]

break

P = P_new

return front[0]

+ Non-dominated Sorting

Przydziela kazdemu rozwigzaniu range Pareto.

Front F; — rozwigzania niezdominowane przez zadne inne.

Front Fy — rozwigzania niezdominowane po usunieciu Fj.

Proces jest powtarzany az do przypisania wszystkich rozwigzan do odpowiednich frontéw.

Ztozonos¢ obliczeniowa: O(m - n?), gdzie:

% m — liczba funkcji celu,

% n — liczba rozwigzan.



+ Crowding Distance

- Miara zageszczenia rozwigzan na froncie Pareto.
- Preferowane sg rozwigzania znajdujgce sie w rzadziej zaludnionych obszarach, co zwieksza réz-
norodnos¢ populacii.

- Wzbér:

fmax o fmin
i %

ed(z) =) fil@nex) = fil@prer)

Warianty algorytmow wielokryterialnych

* SPEA2

Zitzler (2007).

Zewnetrzne archiwum o rozmiarze N + Ns.

Strength-based fitness.

Gestosc estymowana metodg k-th nearest neighbor.

Lepsze pokrycie frontu Pareto niz NSGA-II.

Wolniejsze od NSGA-II ze wzgledu na utrzymywanie archiwum.

* NSGA-III

Deb (2014).

Rozszerzenie NSGA-II o punkty odniesienia (reference points).

Lepszy dla problemodw z wieloma celami (> 3).

Punkty odniesienia rozmieszczane sg na hiperptaszczyznie.

Jeden z najlepszych algorytmow dla problemdéw many-objective.

Stosowany m.in. w AutoML oraz Neural Architecture Search (NAS).

+ MOEA/D

Zhang i Li (2007).

Dekompozycja problemu wielokryterialnego na N podproblemdw jednokryterialnych.

Kazdy podproblem wykorzystuje inne wagi funkcji Tchebycheffa.

Sasiednie podproblemy wspétpracujg i wymieniajg informacije.

Dobrze skaluje sie do problemow z wieloma celami.

Czesto szybszy od NSGA-II dla trudnych instancji.

+ Praktyczny wybér algorytmu

2 cele: NSGA-II lub SPEA2.
3—5 celow: NSGA-III.
Powyzej 5 celow: MOEA/D.

Jesli znane sg preferencje decydenta: MOEA/D z odpowiednio dobranymi wagami lub metoda

e-constraint.



Jak ocenia¢ jakos¢ frontu Pareto?

- Hypervolume (HV)

Objetosc¢ przestrzeni zdominowanej przez aproksymacje frontu oraz punkt referencyjny r.

HV(A,r) =\ (U [fi(z),r1] X - - X [fn(x),rn}>

TEA

Nie wymaga znajomosci prawdziwego frontu Pareto.

Jednoczesnie mierzy bliskos¢ do frontu oraz stopien jego pokrycia.

Jest wrazliwy na wybdr punktu referencyjnego r.

Koszt obliczeniowy wynosi okoto O(n™/?) dla m funkgji celu.

- Generational Distance (GD)

- Srednia odlegto$¢ punktow aproksymacji od najblizszego punktu rzeczywistego frontu Pareto
P

_ V2 pea dist(z, P*)2
a Al

GD(A, P¥)

- Wymaga znajomosci rzeczywistego frontu Pareto P*.

- Im mniejsza wartos¢ GD, tym lepsza jakos¢ aproksymacji.
- Spread (A)

- Mierzy rownomiernosc¢ pokrycia frontu Pareto.

— Dobre rozwigzanie oznacza rownomierne rozmieszczenie punktow na catym froncie.
Zastosowania optymalizacji wielokryterialnej

+ Finanse: Portfel Markowitza

- f1 = min ryzyko (wariancja portfela), f2 = max oczekiwana stopa zwrotu.

- Front Pareto odpowiada tzw. efficient frontier (granicy efektywnej), stanowigcej podstawe kla-

sycznej teorii portfela inwestycyjnego (Nagroda Nobla, 1990).
+ Inzynieria mechaniczna

- Optymalizacja silnika:
% Mmaksymalizacja mocy,
% Mminimalizacja zuzycia paliwa,
% Mminimalizacja emisji NO,,
% maksymalizacja trwatosci.
— Cztery sprzeczne kryteria optymalizowane m.in. za pomocg NSGA-III.

- Airbus wykorzystuje algorytmy MOEA do projektowania skrzydet samolotéw.



- Bioinformatyka

- Drug discovery:

* Mmaksymalizacja aktywnosci biologicznej,
% Minimalizacja toksycznosci,

% Mminimalizacja kosztu syntezy.
- Protein design:
% minimalizacja energii fatdowania,
% Maksymalizacja stabilnosci termicznej.

*+ AutoML i NAS

- Neural Architecture Search (NAS):

% Mmaksymalizacja doktadnosci,
% Mminimalizacja liczby parametrow,

% minimalizacja czasu inferencji.
- Najczesciej stosowane algorytmy:

% NSGA-II (np. Once-for-All, OFA),
% MOEA/D (MO-NAS).

Optymalizacja w srodowiskach dynamicznych

- Czym jest DOP (Dynamic Optimization Problems)?

- Funkcja celu f(z,t) lub przestrzen decyzyjna S(t) zmienia sie w czasie.

— Celem jest Sledzenie oraz aproksymacja optimum w kazdym momencie czasu t.

+ Przyktady DOP

DVRP: dynamiczne zmiany zamowien w trakcie realizacji tras.

Scheduling dynamiczny: awarie maszyn i zmiany dostepnosci zasobow.

Portfolio rebalancing: zmieniajgce sie ceny aktywow.

Traffic routing: wypadki, korki i zmienne warunki drogowe.

Game Al: zmieniajacy sie stan gry w czasie rzeczywistym.

+ Techniki dla DOP

Detekcja zmian: monitorowanie f(xpest); Spadek jakosci moze wskazywac zmiane srodowiska.

Reinicjalizacja: losowa czes¢ populacji po wykryciu zmiany.

Pamie¢ populacji: przechowywanie dobrych historycznych rozwigzan.

Utrzymanie roznorodnosci: stata kontrola zréznicowania populacji.

Predykcja: modelowanie zmian srodowiska i proba ich przewidywania.



+ Kluczowa obserwacja

- W problemach dynamicznych nie dgzy sie do szybkiej zbieznosci do jednego optimum.

- Kluczowe jest utrzymanie réznorodnosci populacji, aby umozliwi¢ szybkg adaptacje do zmian.
Obstuga ograniczen w metaheurystykach

+ Problem ograniczen

- Wiele problemow praktycznych zawiera ograniczenia:

gz(a:) <0 lub hz(x) =0

— Operatory mutacji i krzyzowania mogg generowac rozwigzania niedopuszczalne.
- Death Penalty

- Odrzucenie niedopuszczalnych rozwigzan poprzez przypisanie: f(z) = oo
- Zalety:

% prosta implementacja
- Wady:

% nieefektywne, gdy przestrzen rozwigzan dopuszczalnych jest mata

+ Penalty Function

Funkcja celu z kara:

(@) = f(x) + A~ max(0,gi(z))”

Zalety:

% tatwa implementacja,

% dziata w wiekszosci przypadkow.
- Wady:

% trudne strojenie parametru A.

Wariant: adaptacyjna kara — X rosnie, gdy brak poprawy najlepszego rozwigzania.
+ Repair + Decoder

- Repair: naprawa niedopuszczalnych rozwigzan.
- Decoder: mapowanie genotypu na zawsze dopuszczalny fenotyp.
- Zalety:

% gwarancja dopuszczalnosci rozwigzan,

* zwykle najlepsza jakos¢ wynikow w praktyce.



Jak wybraé metode optymalizacji?
- Maty rozmiar (n < 20), 1 kryterium

- Rekomendacja: metody doktadne (Branch and Bound, Dynamic Programming)

- Alternatywy: SA, TS
+ Ciagty, 1 kryterium, gtadki

- Rekomendacja: metody gradientowe (L-BFGS, Newton)
- Alternatywy: CMA-ES, DE

« Ciagly, 1 kryterium, nieciagty lub wielomodalny

- Rekomendacja: CMA-ES lub Differential Evolution (DE)
- Alternatywy: PSO, GA

- Dyskretny problem kombinatoryczny (TSP, scheduling)

- Rekomendacja: SA lub TS (metaheurystyki pojedynczego rozwigzania) + dobra inicjalizacja

- Alternatywy: GA memetyczny, ACO
- Problemy grafowe (routing, network)

- Rekomendacja: ACO
- Alternatywy: GA, SA

+ Duze problemy, duzo czasu, 1 kryterium

- Rekomendacja: GA memetyczny lub ACO

- Alternatywy: SA z restartami
- Wiele kryteriow (2-5)

- Rekomendacja: NSGA-II lub SPEA2
- Alternatywy: MOEA/D, metoda e-constraint

- Wiele kryteriéw (>5)

- Rekomendacja: MOEA/D lub NSGA-III

- Alternatywy: agregacja funkcji celu
- Srodowisko dynamiczne

- Rekomendacja: GA z reinicjalizacjg i utrzymaniem réznorodnosci

- Alternatywy: SA z pamiecia
+ Problemy z ograniczeniami, maly obszar dopuszczalny

- Rekomendacja: decoder + GA lub TS

- Alternatywy: penalty function + SA



Strojenie parametrow algorytmow

+ Problem strojenia

- Kazda metaheurystyka posiada zestaw parametrow (np. N, pe, pm, To W SA, tabu_size w TS).
- Nieodpowiedni dobdr parametréw prowadzi do znacznego pogorszenia wynikow.

- Parametry sg czesto zalezne od konkretnej instancji problemu.

- Podejscie 1: Grid Search

Przetestowanie wszystkich kombinacji parametréw na zbiorze instancji.

Wysoki koszt obliczeniowy.

Dobre jako punkt wyjscia w badaniach eksperymentalnych.

Praktyczne jedynie dla matej liczby parametrow (2-3).

+ Podejscie 2: Automatyczne strojenie

iRace (R package): racing + testy statystyczne.

SMAC: optymalizacja bayesowska przestrzeni parametrow.

Hyperopt: TPE (Tree-structured Parzen Estimator), random search.

Strojenie wykonywane na zbiorze instancji treningowych.

Walidacja na oddzielnym zbiorze testowym.
- Podejscie 3: Parametry adaptacyjne

- Zmienne w czasie parametry algorytmow:

% w malejgce w PSO (0.9 — 0.4),
% temperatura T'malejgca w SA (harmonogram chtodzenia),
% adaptacja p,,, w GA przy spadku réznorodnosci,

* CMA-ES: petna adaptacja macierzy kowariancji.
Inne algorytmy bioinspirowane

+ ABC — Artificial Bee Colony

Karaboga (2005).

Employed bees: intensywna eksploatacja zrodet.

Onlooker bees: selekcja proporcjonalna do jakosci zrodet.

Scout bees: eksploracja nowych Zrodet (gdy obecne zostajg wyczerpane).

Dobry dla funkcji ciggtych.

Stosunkowo prosty w implementac;ji.



« Firefly Algorithm

Yang (2008).

Swietliki przyciggane sg do jasniejszych (lepszych wartosci funkgji celu).

Jasnosc¢ zalezy od fitness oraz odlegtosci.

Atrakcyjnosc¢ maleje wraz z odlegtoscia:

B(r) = Boe "

Dobrze sprawdza sie w problemach ciggtych, multimodalnych.
+ Krytyczne spojrzenie na nowe algorytmy

— Co roku proponowane sg nowe ,bioinspirowane”algorytmy (np. Whale Optimization, Grey Wolf,
Bat Algorithm).

- Czesto sg to warianty GA lub PSO z nowg metaforg biologiczna.

- Zasada No Free Lunch nadal obowigzuje — brak uniwersalnie najlepszego algorytmu.
- Zasada praktyczna

- Przed uzyciem egzotycznego algorytmu nalezy sprawdzic:

% dobrze nastrojony GA,
* PSO,
* SA.

- W wielu przypadkach dajg porownywalne wyniki przy mniejszej ztozonosci.
Algorytmy hybrydowe i portfolio

- Strategie hybrydyzacji

Sekwencyjna: GRASP (konstrukcja) — SA (optymalizacja lokalna).

Zagniezdzona: GA jako algorytm zewnetrzny + TS dla kazdego osobnika.

Memetyczna: GA + local search dla kazdego potomka.

Pipeline: wynik GA jako punkt startowy dla SA.

Kooperacyjna: wiele metaheurystyk wspotdzielgcych informacje o rozwigzaniach.



+ Algorithm Portfolio

- Rownolegte uruchomienie kilku algorytmow, wybor najlepszego wyniku po zadanym czasie.
- Zalety:
% brak koniecznosci wyboru algorytmu a priori,

% Naturalna réwnolegtosc,

* Wysoka skutecznosc przy statym budzecie czasu.

- Przyktad portfolio:
[SA,TS,GA, ACO] — best

+ Hybrydyzacja GA + VNS (GVNS)

GA zarzgdza populacjg, VNS poprawia lokalnie kazde rozwigzanie.

Kazdy potomek jest ulepszany:

child = VNS(child, kmax = 3)

VNS przeszukuje kolejne sgsiedztwa N1 — Ny — N3.

Stan-of-the-art dla VRP z ograniczeniami.

Wyniki: ponizej 0.5% od najlepszych znanych rozwigzan.
+ Reguta hybrydyzacji

- Jesli pojedynczy algorytm osigga wyniki gorsze o wiecej niz 5% od najlepszych znanych rozwig-
zan:

- nalezy rozwazy¢ hybrydyzacje.

— Zalecany punkt startowy: Memetic GA z 2-opt.

Rownolegte metaheurystyki

- Master-Slave (Replikacja)

Jedna populacja, rownolegta ewaluacja funkcji celu f(x;).

Master wykonuje: selekcje, krzyzowanie i mutacje.

Slave wykonuje rownolegte obliczenia fitness.

Zalety:

% prosta implementacja (OpenMP, MPI),

% niemal liniowe przyspieszenie wraz z liczbg rdzeni.



+ Island Model

K niezaleznych populacji (wysp).

Co M generacji nastepuje migracja najlepszych osobnikdw.

Kazda wyspa dziata na osobnym rdzeniu lub wezle.

Zalety:

% Utrzymanie roznorodnosci,

% czesto lepsze wyniki niz pojedyncza populacja o rozmiarze K x N.

Parametry: liczba wysp K, czestotliwos¢ migracji, liczba migrantow k.

+ Cellular GA

Osobniki rozmieszczone na siatce 2D (topologia toroidalna).

Kazdy osobnik komunikuje sie tylko z sgsiadami (5- lub 9-sgsiedztwo).

Wolne propagowanie informacji sprzyja utrzymaniu réznorodnosci.

Zalety:

% bardzo dobra jakosc¢ rozwigzan dla problemow multimodalnych.

Wady:

% wolniejsza zbieznosc.

- Narzedzia implementacyjne

Python: multiprocessing, DEAP (model island).
Java: JCLEC.
GPU: PyGAD, EvoTorch (backend PyTorch).

Klaster: Apache Spark, Databricks.
Estimation of Distribution Algorithms (EDA)

+ ldea EDA

- Zamiast operatorow genetycznych (krzyzowanie, mutacja) buduje sie probabilistyczny model

P(x) rozktadu dobrych rozwigzan.

- Nowe osobniki sg generowane przez probkowanie (sampling) z tego rozktadu.



+ Schemat EDA

function EDA(N, max_gen):
P = initPopulation(N)
while not terminated:
selected = select(P, N/2)
model = estimateDistribution(selected)
offspring = sample(model, N)
P = offspring

return best(P)

- Warianty EDA

PBIL: wektor prawdopodobienstw binarnych (najprostszy przypadek).

UMDA: univariate marginal distribution — niezalezne zmienne.

BOA: Bayesian Optimization Algorithm — model zaleznosci (sie¢ bayesowska).

ECGA: Extended Compact Genetic Algorithm.

- EDA vs GA

GA: krzyzowanie + mutacja.

EDA: modelowanie rozktadu + sampling.

GA nie modeluje zaleznosci jawnie, EDA (np. BOA) moze je reprezentowac explicite.

GA ma parametry p., pm; EDA wymaga okreslenia modelu.

Koszt GA jest zwykle nizszy, EDA wymaga uczenia modelu.
Analiza zbieznosci i diagnostyka

+ Co mierzy¢?

best f(t): najlepsze znalezione rozwigzanie w generacji t.

- avg f(t): $rednia wartos¢ w populacji — informacja o eksploracji.

std f(t): odchylenie standardowe — miara réznorodnosci.

HYV (t): dla problemdw wielokryterialnych — jakos¢ frontu Pareto w czasie.

Liczba ewaluacji funkcji celu — rzeczywisty budzet obliczeniowy.



- Symptomy i diagnozy

Plateau zbyt wczesnie ll przedwczesna zbieznosc:

* zwiekszy¢ mutacje,

% zmniejszycC presje selekcii.

Brak zbieznosci il zbyt staba selekcja:

* zwiekszyC tournament size k.

best ~ avg przez caty czas Il zbyt duza mutacja:

* ZmniejszyC po,.

std — 0 bardzo szybko K utrata réznorodnosci:

% zbyt silny elityzm lub selekcja.

- Metodologia eksperymentalna

Minimum 30 niezaleznych uruchomien (rézne ziarna RNG).

Raportowanie: srednia, mediana, odchylenie standardowe, minimum, maksimum.

Testy statystyczne: Wilcoxon signed-rank (test nieparametryczny).

Staty budzet: liczba ewaluacji funkcji celu, nie liczba generacji.

Pordéwnania na wielu instancjach o réznej strukturze.
+ Typowy btad

- Raportowanie wyniku tylko jednego, najlepszego uruchomienia.
- Poprawna praktyka: statystyki z wielu niezaleznych uruchomien.

- Pojedynczy wynik moze by¢ efektem losowosci, a nie jakosci algorytmui.
Black-Box Optimization i benchmarki

- Black-Box scenario

Znana jest jedynie funkcja celu f : R™ — R, ktérg mozna ewaluowac.

Znane sg ograniczenia przestrzeni decyzyjnej (bounds).

Nieznane sa: gradient, struktura funkcji, wypuktos¢, multimodalnos¢.

Metaheurystyki sg naturalnie przystosowane do problemow black-box — to jedna z ich gtéwnych

zalet.



- Benchmarki BBOB (COCO)

Zestaw 24 funkcji testowych o roznej charakterystyce.

Rdzne wymiary: n = 2, 3,5, 10, 20, 40.

Metryka: ERT (Expected Running Time).
Standard w konkursach CEC.

Dostep: github. com/numbbo/coco.

- Ranking algorytméw (BBOB)

CMA-ES: czotowe miegjsca (top 1-3), metody ewolucyjne z adaptacjg kowariancji.

L-BFGS-B: bardzo wysoka skutecznos¢ dla funkeji gtadkich (gradient-based).

DE: $rednia skutecznosc¢, metoda oparta na réznicach.

PSO: srednia skutecznos¢, podejscie swarm-based.

GA (binarny): nizsza skutecznos¢ w problemach ciggtych black-box.
- Wniosek praktyczny

- Dla ciggtej optymalizacji black-box standardem jest CMA-ES.

- GAjest bardziej odpowiedni dla problemoéw kombinatorycznych z dobrze zdefiniowang reprezen-

tacja.
Metaheurystyki w uczeniu maszynowym

+ Neural Architecture Search (NAS)

Problem: znalezienie optymalnej architektury sieci neuronowe;.

Przestrzen rozwigzan: typy warstw, potgczenia, rozmiary warstw.

Evolutionary NAS: zastosowanie GA/ES do optymalizacji grafu architektury.

Multi-Objective NAS: jednoczesna optymalizacja accuracy, liczby parametrow oraz latencji.

Przyktady: Google AutoML, Once-for-All (MIT) wykorzystujgce MOEA.

+ Hyperparameter Optimization

Bayesian Optimization (BO): modele probabilistyczne (GP) + funkcje akwizycji.

Narzedzia: SMAC, Hyperopt, Optuna, Ray Tune.

CMA-ES: bardzo skuteczny dla 10—100 hiperparametrow.

GA: szczegdlnie efektywny dla przestrzeni mieszanych (ciggte + dyskretne).



- Evolutionary Reinforcement Learning

Evolutionary Strategies (ES) jako alternatywa dla metod gradientowych w RL.

OpenAl ES (2017): konkurencyjny wzgledem PPO w prostych srodowiskach.

Zalety: tatwa réwnolegtosc, brak potrzeby backpropagation.

Neuroewolucja: NEAT (Stanley, 2002) — ewolucja struktury i wag sieci.
+ Trend

- Metaheurystyki + machine learning = AutoML.
- Automatyczne projektowanie modeli ML przy uzyciu metaheurystyk (Feurer, Hutter 2019).

- Przyktadowe biblioteki: auto-sklearn, TPOT, AutoKeras.
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